Capitolul lll
ECUATII CU DERIVATE PARTIALE

§.1. ECUATII CU DERIVATE PARTIALE DE ORDINUL m

1. GENERALITATI

Delinigie. Se numeste ecualie cu derivale parfiale de ordinul m o velatie
de forma

) lIiu 3
F (.l‘l_, sty Uy = = ¥ soriniaty ""—*"’,‘,;"(2—“'"7‘ ) =0, (1)
0x; dx, ... 0z *

my-+my+...fm,=m,

unde F este o funclie reald, (x;, ..., x,)€ D < R*, iar u=u (g, ..., ¥)este
o functie necunosculd care apare in (1) impreund cu derivatele ei partiale
pind la ordinul m inclusiv.

Definigie. Ecualia (1) se numeste liniara daca F este o Tunclie liniara
in u si derivatele sale.

Definitie. Ecualia (1) se numeste cvasiliniard daca I¥ este o funclie liniara
in derivatele lui u de ordinul cel mai mare. L

Definitie. Se numeste solutie a ecualiei (1) intr-un domeniu D < R*
orice sfunclie u—Q(y, .. ., Tnlic.Co(D) Ssifel cd:

(}(p ()mq) ) —

e ==
, ATy i,
0y oz ... 0%,

F (arl, e

pentiiiorice {u ooy DL

Definitie. Se numeste solutie generald a ecuatiei (1) o solutie care confine
m funclii arbitrare de (n—1) variabile.

In aplicatiile concrete care conduc la ecuatii cu derivate parliale se cer
de obicei solutii speciale care verificd anumite conditii initiale.

O problema speciald importanta, care se pune si se rezolva in cazul ecua-
tillor cu derivate partiale este, ,problema Cauchy“. A rezolva ,problema
Cauchy® pentru ecuatia (1) inseamnd a determina solutia u care impreuna
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k n
gu : (l{:l,‘z, oo el = = Z —-6—, E, unde E;=h, /
Ol agy =100

Oh¥

cu derivatele sale

/ Vlz?—]—. ..+ h% sint cosinusii directori ai direetier h—{(hy, .. b,y e R*| 14 va-

lori date pe o hipersuprafatd data ¥, ;. (n—1) dimensionald, h fiind o di-
rectie oarecare din R” netangenta la 2,1,1.

Definitie. O functie f: D < R*» - R este analiticd (olomorfa)in domeniul
D, dacd pentru orice x°=(x‘,), ..., xp) € D existd o vecinitate a punctului 2°

in care [ se poate dezvolta in serie Taylor, adica

fee)
f (:1:1, gy x,,): 2 (l};l s k” (fl:l ——.’):?)"‘1 A (:L‘,,——:L',?)"n (2)
Ky ooy k=0

Se poate demonstra urmitoarea teorema de existenfa si unicitate (a se
vedea [53]):

Teoremid (Cauchy-Kovalevskaia)
Daca ecuatia (1) se poate scrie sub forma
omu du omu
— =[x, 4 W) ) ) (3)
VT ey SRy > 3 S=wieny m m
oz oz, do™ ... onlu

m=n;-- .. .-}-niy,,

e

unde f este o functie analiticd care nu mai depinde de derivata o atunci
Xy
problema Cauchy
du 5
u (’E) 0 =Uo (Tz’ e .’En), """"" 5= (-T"l! (B g Iﬁ)? (4)
.tl:'—.'l‘l ('l‘]. ro= .11

vy

vy d“l:ih‘::l 0 :”m>1 (,112’ At ,l‘n) 2

T .Tl

vy, (1=0, 1, ..., m-—1) fiind functii analitice intr-un domenin D < Re-1 astfel
ca (23, ...,20) e D (f fiind analitici intr-un domeniu, care confine punctul

(U

0, Uy +..)), admile o singurd solutie analitica.

2. CARACTERISTICLE

In cele ce urmeazid ne limitam pentru usurinta calculelor la o ecualie cu
derivate parfiale de ordinul al doilea. Rezultatele obtinute isi péstreazi vala-
bilitatea st in cazul ecuatiei de ordinul m > 2.

«

In cazul m=2 ecuatia (1) devine

32
F X, ..a...l_l_ 5 _ﬂ.ﬁ) :0 (5)
0T > 10y

et 'u'e C® (D), D = Reosi m==(ay, .. Xy) € B0
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Efectuind asupra variabilelor 2y, ..., 2z, o schimbare regulati de clasa
(* (D) definita prin relatiile

o —C ey, AN, oy ) PRGN IR 3 (6)
( unde M & /P__(’”l» e ,x,,) 0) o
(e 2 BEs, ..., En)

du B adt- 220E,

28 _Ji0n WREN IR A 8 2 N 7)
0x; = e i

u ~Z£ Vo) ;| 3 . 9 & 00 0%
02024 e e (O 0y =1 O dr 0T

ni=1,2, ..., n si deci ecuatia X6) Hevine

2
m(a.ugmﬁi’ - =ﬂ 9)
6&” agfagl

cu

08 OE, 0%,

(D(EI,...,E,,,au “u )z

Bt 0&,, 2" S 0& O,
r=1 agr OXH FPeso 551,08 08, J%y oz,

=F (11'5 G ko gttt w

n 2
ou : 0%k, )’ (10)
r=1 0& axiaxj
unde z,=x; &1, ... Enli=152, ... sn)pseiobliEprinmversare dm (b).
Fie acum f si g functii date pe o hipersuprafata
(Boa)si B (@p 55 o) =0, (H € CELD) (11)
h=(hy, ..., h;) o directiec din R”* netangentii in nici un punct la ¥,_;, iar
they| oliiiy QA i 11 (12)
2oiis oh |24
problema Cauchy generala atasata ecuatiei (5).
Putem determina intotdeauna transformarea
Ei—=H (@) st =t (n) =058 = on (13)

de tipul (6) astfel ca O (a se vedea in [53]).
. oh

- 1[8=0
Astfel problema generald Cauchy pentru ecuatia (D) se transformé in problema

Cauchy restrinsa relativa la hiperspatiul §=0. Conform teoremei (aplicaté
pentru m=2) aceasta problemd are solutie unici daca (9) se poate scrie sub
forma

qll-:"(‘lJ (gl’ ---- e Uy Gy, ‘ln)» (14)
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ou 0*u
unde s-a notat ¢,=——, ¢s= ——— , (r,s=1,2, ..., n) sis-a presupus ci mem-
&, e, | ifish SiABIERR

brul drept din (14) nu mai depinde de ¢;;. Din teoria functiilor implicite se
stie c¢i derivata ¢y poate fi explicitata din (9) daca

S AN (15)
dqn
02
Notind p;;—= EYy , (i,j=1,2, ..., n) si linind cont de (8) se deduce
OcD ree TR T &

n
0qun  i=1j=1 Opy Oqu zgu
Deoarece E,=H (x;, ..., Tn), (15) devine

& ORGol-al gy (16)

i=1 f=1 0[)1']' 033, 0;13_1

1 (’)[)” ami 6.’(‘,-

I

adica o condilie restrictivd pentru hipersuprafata ¥, ;.

Definitie. Ecuatia cu derivate partiale

el e o) )H oH
}:L_d_ ._?__.,L_:() (17)
iStfeailDy; 0%, Oy
se numeste ecualia caracteristici a ecuatiei (5), daca
z H 3
- ( g ) 410,
i=1 \ 0x;
Definigie. Varietitile H (%, :.., 2,)=constant, unde H (z;, ..., x,) sint

solutii ale ecualiei caracteristice, se numesc caracteristicile ecualiei (5.
Din consider atiile precedente rezulta.

Teorema. Conditia necesard si suficientd pentru ca problema Cauchy (12)
(cu f si g analitice) atasatd ecuatiei (5) (cu F analiticd) si admitd o solufie
analiticd este ca hipersuprafata (11) (cu H analiticd) sd nu fie o caracteristicd
a ecuatiei (5).

Caracteristicile nu apar numai in legaturi cu rezolvarea problemei Cauchy
ci joacd un rol fundamental in teoria ecuatiilor cu derivate partiale.

Astfel caracteristicile joacd un rol important in clasificarea ecualiilor
aproape liniare de ordinul al doilea, fapt pe care il vom ilustra, in cele ce urmeaza,
in cazul particular n=2.

3. CLASIFICAREA ECUATIILOR APROAPE LINIARE DE ORDINUL
AL DOILEA. REDUCEREA LA FORMA CANONICA.

Sa consideram ecuatia aproape liniara

011 ou
5 =4
( o dy )
(18)
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unde 4, B si C sint funelii reale definite pe un domeniu oarecare D <« R2, care
nu se anuleaza simultan pe D.
Eeuatia caracteristicd este conform cu (17).

H ol 1)\2 ,
A (x, J)( )+ZB )Q—Aa——(( )(ai) =0 (19)
ox Jdy
Tinind cont ca din forma H (x, y)=-constant, a solutiilor pentru (19) re-
oH
zultd y'= — ——6z / mdj =r (z,y) avem si forma echivalentd cu (19)

Ar*—2Br4-C=0 ' (20)
Din (19) se obtine

BEY/B A,
A

si de aici rezulta prin integrare, in general, doua familii de curbe caracteristice :

P1 (% 9)=ki, @2 (2, y)=k; 1)

Se poate face urmaitoarea clasificare :

1. Dacia B*—~AC >0 in D, atunci cele doud familii de caracteristici sint
reale si distincte. In acest caz zicem ci ecuatia (18) este de tip hiperbolic in D.

2. Daca B*—~AC=0 in D, avem o singurad familie de caracteristici reale.
In acest caz zicem ci ecuatia (18) este de tip parabolic in D.

3. Daci B*—AC < 0 in D, atunci cele doua familii de caracteristici sint
complex conjugate. In acest caz zicem ca ccualia (18) este de tip eliptic in D.

Se poate intimpla ca B?—AC sd nu pastreze un semn constant in
tot domeniul D. In acest caz, D se imparte in regiuni dupid semnul expresiei

—AC.
Printr-o schimbare de variabila regulata

< D 8]
E=E (x, y), n=n(z y), 75% #0, (22)

(x=2 (&, M), y=y (&, n) fiind transformarea inversa) ecuatia (18) devine

0%u ®u o*u
aC, Pt r2kiE =5 T =t
& m) P € m) 3zom m) ot
+d(§, o ) = (23)
(}t, m]

cu:

: ot ot ot 3 \2
e 9B 25 cl95
a (& n) (at)+ o (ay)

05 om 0& On 08 on 08 on
b=tk R Y o
€& 0 ax+ (dx ay T oy ax) oy oy

on on o on
: A 2B — _
¢ Em)= (01)+ iy (ay)
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Expresiile acestor coeficienti care sint de forma membrului intii al ecua-
tiei (19) ne sugereaza ca ecuatia (23) poate lua o forméd mai simpla daca se
particularizeaza transformarea (22) folosind funetiile @, (x, y) (i=1.2) si se
line cont ca aceste functii sint solulii pentru ecuatia (19).

Daca ecuatia (18) este de Llip hiperbolic atunci

a (@1, 92)=0, ¢ (P, P2)=0, b (p1. @2) # 0

In consecinti (18) se transformi prin

E=01 (T, ¥), 1= Q2 (z, y)

in ecuatia

®u ou ou
- _——dl(& 1, 0,=~=5 ———)
do&om o0& on

numita forma canonica a ecuatiei de tip hiperbolic.
Daci ecuatia (18) este de tip parabolic atunei, ¢ (z, y)=Fk fiind singura
familie de caracteristice, avem

a(e, m=0, b (9. M)=0, c(e, m)#0
unde s-a ales arbitrar 1# . Ecuatia (18) se transforma prin

E=p @ .y, n=n( y)

32
gr =d2 (g; ne ll:g’ —a—u) 2
on? oEE 0N

numiti fcrma canonicd a ecuatiei de tip parabolic.

Daca ecuatia (18) este de tip eliptic atunci @ (i==1, 2) sint complex con-
jugate. Rationind analog ca in cazul ecuatiilor de tip hiperbolic se obtine ecua-
tia transformata

0%u ( Ju ou
s
0Eam O v+ £0

E si n fiind complex conjugate. Pentru a reveni la variabile reale se efectueaza
transformarea

L A
sl N8
si se obtine ecuatia
2 2
P B w2 2
ap oY 0 o

numitd forma canomnicii a_eccualiei de tip eliptic.
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§.2. ECUATII CU DERIVATE PARTIALE LINIARE
DE ORDINUL m CU COEFICIENTI CONSTANTI

In acest paragraf ne vom ocupa de ecuatii cu derivate partiale liniare de
forma )

alu

as--.’n_——_—-: ... Ta) 24
vt St PR ROl (T (24)

unde coeficientii a;,. . .,a,, sint constanti, care au o largii aplicabilitate in fizica
si tehnica.

4. ECUATII OMOGENE CU DOUA VARIBILE INDEPENDENTE

Sa consideram operatorul liniar

pEE fane EOTHS 25
i a
2" ooy .
unde a; (i=0, 1, ..., m) sint coeficien{i constanfi.
Definitie. Ecuatia
L, (u)=0 (26)

se numeste ecuatie cu derivate partiale liniardi omogend de ordinul m cu coe-
ficienti constan{i cu doud variabile independente.

Ecuatia (26) este evident un caz particular al ecuatiei (24) (cind n=2
si =0).

Definigie. Polinomul

Pu(r)= ¥, ag! 27)
=0

se numeste polinomul caracteristic asociat ecuatiei (26).
Dacd P, (r) are radacinile reale si distincte rq (i=1,2, ..., n) operatorul
L,, se poate scrie

P d\( d 9 d 33
Lt D e SO Bt S M- 1.1 O 2o T8l 28
”"(aw lay)( * ) (ax ay) =

In cazul cind P,, (r) are ridicinile reale r;, (i=1, 2, ..., p) avind respectiv
ordinele de multiplicitate k;, (i=1,2, ..., p) se deduce imediat ci avem

(k,) (k,) (k,)
Lm=a0(-—a——~r1—i) (—a———rzi) ...(—Q——r,—g—) s 52 (29)

p
cu Z k,=m.
i=o

15 — Matematici speciale
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In baza relatiei (29) se deduce ci are loc:

Teorema. Dacd polinomul caracteristic (27) al ecuatiei (26) are radacinile
reale r;, avind respectiv ordinele de multiplicitate k; (i=1,2, ..., p) astfel

p
ca ¥} ky=m, atunci solulia generald a ecuatiei (26) este dali de expresia

i=]
p-—k;
u (z, )= ;1 Y, 27Uy (y+re) (30)
=)

unde f;; sint m functii arbitrare cu derivate pina la ordinul m continue pe un
interval I < R.
S& considerim acum ecuatia particulara
2 2 A2
Lz(u)=6u 1y 0%u g d0u
ax> 0z0y oy*

=0 1)

cu a, B € R. Polinomul caracteristic asociat Iui (31) este
Py (r)=r*—20r+(a2+43%
si are radicinile complexe ry=a+iB, ro=0—ip. Prin schimbarea de variabila
p=y+oz, =Pz

ecuatia (31) se transforma in

2
*u Fu 0 (32)
ag*  0¢?
numiti ecuatia lui Laplace. Cu ajutorul operatorului lui Laplace
& 2%
e B )
0 oy
ecuatia (32) se mai scrie si sub forma
Au=0 (34)

Solutiile ecuatiei (34), se numesc funcfii armonice. Daca f este o fune-
{ie complexid olomorfa atunci u=q (¢, P), unde ®=Re { (sau D=Im ), este
armonici. Deducem, ci ecuatia (31) admite solutii de forma

u=Q0 (y+oz, fz), (35)

unde @ este o functie armonica arbitrara.

5. ECUATII NEOMOGENE ITERATE CU n VARIABILE INDEPENDENTE

S& considerim operatorul liniar

i 0
L= 2 Qe 5 Iy # 0’ .(36)
i=1 Ty
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cu a; €R, (i=1,2, ...,n). Cu ajutorul operatorului (36) formam operatorul

n a n a
ROt (B e B
i=1 i =1 4
2

3 a? 2 a;ay———
g '65"2_1_ Z " owoz,

i>i=1

numit iteratul operatorului L.
Definitie. Operatorul
Lo =L (L*-Y) 37

se numeste iteratul de ordinul p al operatorului L. ‘
Ne vom ocupa in cele ce urmeazd cu solutiile unei ecuatii de forma

DY (I —tNxi, § =) (38)

pe care o vom numi ecuatie neomogend iteratd. Presupunem fe C™ in
DxI, D= Rl I cR.

Are loc

Teorema. Dacd uy (xy, ..., T,) este solufia generala pentru ecuatia omogena
L™ (u)=0, iar ug (Z;, ..., T,) este o solufie particulard a ecuatiei neomogena
(38), atunci solufia generald a ecuatiei (38) este datd de

H=UI+UO.
Intr-adevir avem prin ipotezi
L (uy) =0, L™ (uy) =1 (x)
si deci
L () =L (u;+ o) = L™ (uy) +L™ (up) =1 ().

in probleme concrete, care conduc la ecuatii cu derivate partiale, nu se
cere solutia generald a ecuatiilor respective ci o solutie particulara care satis-
face la anumite conditii suplimentale numite conditii la limitd. Vom ilustra

modul de determinare a unei solutii particulare pentru ecuatla (38) in conditii

la limita date.
Sa presupunem cd se cautad solutia ecuatiei (38) care satisface conditiile

la limita
L? (u) et e () e - (39)

Are loc

Teorema. Solutia u a ecuatiei (38), care satisface in Dx I, D « R*1, ]« R,
conditiile (39) este data de

U (Zyy « i 58— o Bhe. £ Sx" (X — 1‘)"’_170(—‘1~1 (t—2m)+11, .
°

4 (m—1)! w

REL s e t) dt. (40)°

Ay
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intr-adeviir din (40) avem

oxy ‘a—f (m—1)!

7y, - P Sm'umx,)'"“‘a%i‘dr, 1l ®ial, n—1

L] k

* (Ea—tym-21 Al —

ou 1 1
0%, atl? (m——2)l S

0
n=1" g 1 b of
=i % T m—1 dt,
§ gl (m—l)lsg( ) OEx
pade Bpesidde (tep)-bopnckatih, prgneids
Deducem ca
1 3 e
L @)= i+ i), GO B D
n y 0

si in general

1
L&) (u): S .
n

1 Ty
o —L)B=E=TT (), oo Eu-1s 1} A
(m_k_l)ljo< ) (SAPPPF S
k=0,1, ...,m—1 si, dintr-un caz precedent, rezulta L™ (u)=f.
Solutia datia de (40) se stabileste prin inductie (a se vedea [10]).
Analog se poate ardta ca pentru ecuatia

L (0)=f(m, .. ..2.), BOC® iarDixd (41)
cu conditiile la limita
L® (u)‘l = 001, - s> Tacihak =01, . oom—1, (42)
T,=

cu vy € C™ in D, are loc:

Teorema. Solufia u a ecuatiei (41) care satisface in Dx I, D < Rr-!
I = R, conditiile (42) este data de

m—1 ] s \ X a a
1 n-1
(D camsala) =) ( ) Vg (xl———-x,, wn - 5 g g x,) +

k=0 IT (179 Ay ay

S Sz" (e —tym=1f (-a—‘(t——x.,) s LI ki t) dt.

(m—-l)!a_;',l o ag i,

6. REZOLVAREA APROXIMATIVA A ECUATIEI Lg (u)={
(METODA GALERKIN)
S& considerim ecuatia
Lou(z, g)=f(x, 9, 1: D c R R, 4%)

eu L,, definit ca in (25) si s presupunem ci se cere sa se géseasca solutia ecuatiei
(43) cu conditii la limitd liniare si omogene (adicd daca conditia pe contur
omogeni este satisfacutd de functiile u si o, atunci si combinafia liniard au-
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+bv, cu a, b constante, satisface conditia la limita). Pentru a aproxima solutia
cerutd vom folosi metoda Galerkin.

Fie f o functie continud pe portiuni pe D < R? si sa presupunem ci sc
cautd o solutie aproximativid de forma

tn= ¥ @ 9 (2, ) (44)
k=1

in care a;, (k=1, 2, ..., n) sint constante (de determinat), iar @, (k=1, ..., n)
sint functii alese astfel incit si satisfacad conditiile l1a limitd omogene. Cu toate
i u, satisface conditiile la limitd, ea nu satisface, in general ecuatia (43). Functia

Lu(u (x, ))—1f (z, y)=Ra (. 9), (x. ) €D (45)

poate fi privita ca functia erorilor.
S& presupunem ci solutia u (z, y) poate fi reprezentata ca serie de functii
liniar independente

[ee]
u(x, y)=Y a ¢ (. 9) (46)
k=1
Atunci {u, (z, y)} cu u, datid de (44) reprezintd un sir de sume partiale care

aproximeaza solutia u (z, y). Impunem conditia ca L,, (u,)—f si fie ortogonald
funetiilor tp,, (k=10 =nJ:

i, [Ln(us)—1] i dedg=0, k=1,2, ..., n (47)
sau
SSD Ry ¢ (2 9 T80 BT, 20700 1 (48)
Daca (48) este valabili cind n — oo, urmeazi
lim R,=0 :
£ (49)

Acest fapt poate fi stabilit considerind o functie arbitrard h(z,y) continud

si satisficind conditiile la limiti. In ipoteza ci ¢, (k=1,2,3,...) formeaza
<o

un sistem complet existd constantele ¢z, (k=1,2,3, ...) astfel ca h = Z CrPp-
k=1
Atunci
"S lim R, (z, y) h (z, y) dedy=0
D n->o
pentru h arbitrar, de unde se deduce ca are loc (48).
Sa presupunem acum ca

Lip(tn) — Ly(u1) 5 (50)
atunci, din (49) si (50) rezulta cad ecnatia (43) este satisficuta.

Metoda Galerkin impune ca funciia R, (z, y) sid verifice conditiile (47).
Tinind cont de (44) in (47) se obtin conditiile

n
\ [Lm(g S f]cpk dady—0, k=l % - xxril 1)

s b j=1
adica un sistem de n ecuatii liniare cu necunoscutele a;, a,, ..., a,. Constantele
ay, (j=1,2, ..., n) determinate din (51) se introduc in (44) si se obtine a n—a

aproximalie a solutiei u (x, y). Sistemul (51) este neomogen exceptind cazul
cind f este ortogonald la toate functiile @, k=1,2, ..., n.
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§.3. ECUATIA COARDEI VIBRANTE

7. VIBRATIILE LIBERE ALE COARDEI INFINITE. METODA LUIL
D’ALEMBERT $I EULER. UNDE PROGRESIVE

Ecuatia de tip hiperbolic:
ou?® 1 ou

0z> ¢z off

este numita de obicei ecuatia omogeni a coardei vibrante sau ecuatia micilor
oscilatii libere ale coardei (desi ea are forma omoloagd cu ecuatii ce descriu
si alte tipuri de oscilatii pentru : bare, sisteme electrice, etc). Ea descrie fenomenul
de oscilatie al corzii in jurul pozitiei sale de echilibru (perfect intinsd), in
urmaétoarele conditii :

=0,

1) in fiecare punct M de abscisa x, la orice moment #, tensiunea in coarda
pastreazd o valoare constantd T.

2) coarda este un fir elastic flexibil, omogen, (densitatea p cste constanta).

3) elongatiile u (x, f) sint mici si au loc in acelasi plan (plan ce s-a ales
ca plan de coordonate x20u).

4) Oscilatiile sint tot timpul transversale, adicad perpendiculare pe po-
zitia de echilibru (Oz).

‘Semnificatia constantei ¢® din ecuafia coardei este datd de relatia:

in conditiile simplificatoare enumerate mai sus.
Coarda se considerd infinitd, dacd lungimea ei este foarte mare in compa-
ratie cu elongatiile maxime : de exemplu un fir de telegrafie foarte lung, etc.
Integrarea ecuatiei omogene a coardei, inseamna a-i determina unul din
modurile posibile de vibratie, descris de functia: u (x, f), mod ce va fi bine
determinat, numai dacid i se impun dinainte anumite conditii initiale :

u (x, )= @) %—ltl , —g ().
=0

Asta inseamnd cd in timpul vibratiei realizate prin modul pe care vrem
si-1 determindm, vom cunoaste in fiecare moment f, pozitia punctului de pe
coardd de abscisd x, daca la inceputul miscirii ({=0) este data pozilia fiecarui
punct al corzii prin plasarea sa pe graficul functiei u=f (x), precum si distribu-
tia vitezelor fiecarui punct al acestui grafic prin valorile functiei: v=g (),
vitezele fiind perpendiculare pe Oz.
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Rezolvarea acestei probleme se face prin metoda schimbarii variabilelor,
sau metoda lui D’Alembert si Fourier.

Ea constd, in fapt, in folosirea functiilor caracteristice pentru aducerea
ecuatiei la forma canonici, apoi din solutia generald, se deduce solutia
particulard cautata prin impunerea conditiilor initiale.

Vom atasa, deci, ecuatia caracteristica :

1 1
p,2—?=0; ca: u1,2=i—;—; ="y

de unde obtinem ecuatiile :
dr—ecdf=0; dx+cdi=0,
cu integralele prime :
r—ct=C;; z+ct=0C,.

Tinind seama de caracterul liniar si omogen al ecuatiei coardei si fiind

cu coeficienti constanti, va rezulta ca transformarea :
E=x—ct
(T)
n=x-4ct
va conduce la forma canonici :
2
0%u 8%,
0Eon

cu solutia generald :
u (€ n)=0, (£)+: (),
sau 1
u (2, ) =1 (x—cl)+ D2 (r+cl),

unde @, si @, sint functii arbitrare.

Interpretarea acestei solutii (generale) este urméitoarea: Cel mai general
mod de vibratie liberd: u (x,f) al coardei constd din suprapunerea a doua
unde de deplasare : u; (, {) si u, (z, t), in lungul corzii, numite unde progresive
a oricarei perturbatii produse in pozitia coardei, adici vom avea :

u(x, H=uy (z, H+u, (z, )
Prima unda :
y (T, )= (x—ct)
este numitéd undd directd si se propaga in sensul pozitiv al axei Oz cu viteza :

C— \/L , lar cealalta unda :
TO

sy (x, )=y (x4-ct)
este numild unda inversd si se propaga in sens contrar cu aceeasi viteza.

In momentul producerii perturbatiei aceste doud unde sint suprapuse,
apoi incep sd se separe, iar dupad separarea lor completd punctele coardei
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de pe portiunea separatd, reintrd in pozilie de repaus. La fel si punctele inde”™
partate de locul perturbatiei initiale ramin in repaus pina le atinge una din
cele doud unde progresive, apoi vibratia lor dureaza atit timp cit trece unda
peste ele, raiminind apoi din nou in repaus.

v
u(x.t) e uy (x,¢)
A 3
- \\4— e Ty
- e e
P S B~
lo
Fig: 2.

Conditiile initiale, determinind un anumit mod de vibratie unic, vor de-
fini forma grafici a undei de propagare si vitezele de oscilatie transversald
a punctelor peste care trece unda.

Impunind aceste conditii vom avea:

u (3, 0)=1(2) + Oy @—ct) | _ +@y(@+e)|,_ =/ @)
du d®, dD, |

— =g (¥) & —c 4 — =g ().
Ot |¢—e dE =0 (IY] | 1=0 =iy

sau, {inind seami ci pentru {=0, variabilele E=x—cl si n-=x4cf se reduc
la x:

{ @, (2)+ Dz ()=1 (2)
— @] (2)+cDs () =8 (2),

care in urma integrarii, membru cu membru, a celei de a doua identitafi se
va scrie :

D, (v)+D, () =1 (?3)

0, @+ 0 @)= - g ds

Ze

Rezolvarea acestui sistem, ne permite deducerea celor doua functii: @,
si @, care in solutia generald erau complet arbitrare :

J®1=%[f(x>—c15:.g<s) ds]
l(D:%[”xH' §g<s>ds]

de unde obtinem :

lf (x—cl)— i St-u g (s) ds]

(=

we

[\.!r—-

[ @, (r—cl)=

x+cl
lmz(r+ct>~ {f(n+ct)+cs g(s)ck],_
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far solutia cautata va fi:

f (x—ct)-+-f (x+ct) 1 Sx+c1

s — 4 g (s) ds.

2 2c
Aceasta solutie, se vede din modul cum a fost dedusd, ca este unica si se
poate verifica printr-un calcul direct ca verifici intr-adevir conditiile initiale
date.
Ezemplu : Dacid avem :

x—ct

g(2)=0
f(x)E{lx—al; x.cf—] 4
0 ; ¢ [—L 1),
atunci:
u(x, )= - £ (@ —ef) + — f (x-+cl)
’ 2 2 X iy
unde :
f (x—ct)= { ks slisdl il l i |
Y 5oz [el—1, ct+l]
§i
f(:l:+ct).—-{ |z+ct—al|; xe[—ct—L, —ct+l]
0 5 zé¢[—ct—1 —ct+l],

~

deplasarea undei rezultind din faptul ca intervalul in care nu se anuleazi de-
pinde de timp.

8. VIBRATIILE LIBERE ALE COARDEI FIXATA LA CAPETE. METODA SEPA-
RARII VARIABILELOR A LUI BERNOULLI-FOURIER. UNDE STATIONARE

Ne propunem sia determindm acea solutie particulard a ecuatiei coardei,
care verifica :
a) conditiile la limita :
u(0,)=0; u(l,f)=0; oricare ar fi fe R,
b) conditiile initiale :
du ; ;
u(x,0)=f(xr); — =g (x) ; oricare ar fi x € [0, (]
al |0
si avind in plus:
f(0)=t (D=0 si g (0)=g (=0,
deoarece se considerd coarda fixata la capete.

Fiind vorba, tot despre vibraliile libere ale corzii, ecualia esle omogena :

dFu 1 Fu g
ot ¢ o )
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Dupa cum aratd si numele metodei, vom cauta, initial, solutii de forma :
u {x; H=X ()2 Ti(F):
Vom avea atunci :

2 2
Dby gl fligogy i I

o? OB,

si va trebui si avem, in mod identic:
X (il () — —lc; X (x) T (1), oricare ar fi z €0, [];

oricare ar fi e R,
relatie care se mai scrie :

el R L A

X (x) s 1T(1)

unde k nu poate fi decit o constanta, deoarece ea trebuie sa fie egala cu valoarea
unei functii numai de x, pe de o parte si simultan cu a unei funct(ii numai de ¢,
pe de altd parte, unde variabilele = si f sint independente intre ele.

Din egalarea fieciruia din cele doud rapoarte cu constanta k, deducem
cd X (z) si T (f) trebuie si fie solutii, respectiv, ale urmitoarelor ecuatii dife-
renfiale ordinare de ordinul doi :

1) X" (x)—kX (x)=0, respectiv, 2) T ({)—c*T (1)=0
— Vom considera mai intii prima ecuatie si-i vom cauta solutia X (x),
cu conditiile bilocale : X (0)=X (/)=0, condilii ce rezultd din conditiile la li-
mitd impuse functiei u (z, f).
Intr-adevar, avem :
u (0,{)=0 < X (0) T (£)=0 ; oricare ar fi e R, = X (0)=0.
u(L)=0< X () T (t)=0; oricare ar fi { e R = X ([)=0.
Réamine, deci, de integrat ecuatia:
X" (x)—kX (x)=0, cu: X (0)=0; X (/)=0.
Ecuatia ei caracteristica fiind :
r*—k=0, cu radacinile : r=/k; ro=—4k,
avem de analizat urmitoarele situatii posibile :

Cazul I: k > 0. Atunci riadacinile fiind reale si distincte, solutia se va
scrie sub forma :

X (¥)=C1eVE4 G, VK,
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careia impunindu-i conditiile initiale, ob{inem pentru determinarea constantelor
C, si Cy, urmitorul sistem liniar si omogen :

C1+ C2=0
—elvicl"—e—lV’;Cz =0

cu determinantul :

=—32sh (IW/k) # 0,

1 1
D= I elVk o-1VEk

deci admitind, doar solutia banald: C;=C,=0, care nu convine deoarece
atrage dupi sine: X (2)=0 si apoi u(x, {)=0, ceea ce ar insemna ca toate
punctele coardei si rimina tot timpul nemiscate adicd, in acest caz coarda
n-ar executa nici un fel de vibratii, ceea ce contrazice conditiile inifiale.

Cazul II: k=0. Evident ecuatia diferentiald se reduce la:

XOEE0;
cu solutia generald : X (x)=C;z+C, si vom avea:
X (0)=0 - { Cy=0 & { C,=0 = X (2)=0,
X (H=0 Cil+Co=0 Cy=0

deci nici in acest caz coarda n-ar executa vibratii.

Cazul III1. k < 0. In acest caz, punind :

k=—+? (cu: v=)k]),

ecuatia diferentiald va fi:
X" ()42 X (2)=0,
cu ecuatia caracteristica :
2ev?—0, si: ry—el¥; rp—e W,
de unde :
X (x)=C, cos vz} C, sin vz,

iar, conditiile la limita, dau :

{ X (0)=0 { C,=0 =Y
<> >
X (D=0 C,; cos vi+C, sin vI=0 C; sin v[=0

Deoarece nu putem accepta, dupd cum am vizut la celelalte dou# cazuri,
valoarea C;=0, vom alege C,=1, iar in schimb va trebui sa avem :

; nim
sin vI=0 = vl=ngw = V,=—; n=1,2, ...
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Vom avea atunci pentru k valorile :

2
-
[

numite valorile proprii (sau valorile spectrale, sau valorile caracteristice) ale
problemei puse, iar mul{imea acestor valori poartd numele de spectrul acestei
probleme. In cazul nostru acest spectru :

A={ky, kgy ovvy kny ...}

este un spectru discret si infinit, deoarece elementele sale sint puse in corespon-
dentd biunivocd cu multimea N a numerelor naturale, deci formeazid un sir
infinit.

La fiecare valoare k, va corespunde atunci cite o functie :

Xa (x)=sin i;t— %y

mul{imea lor formind, de asemenea un sir infinit. Aceste functii X, (x) se nu-
mesc functii proprii (sau functii caracteristice) ale problemei.

Revenind la solutia ciutata u (x,{), ea va putea si fie oricare din func-
tiile girului : .

Uy (%, )=Tp ()X, @)=T, (1) sin "—;‘- z,

deoarece T, (f) vor fi deduse tot ca functii proprii cu valorile &k, determinate
mai sus din cea de-a doua ecuatie diferentialda, care devine :

cn

o ( )2 T (1)=0,

cu solutia generala :

nice nic

L (l)—2) cos 4+ B, sin —l-— L.

Vibratiile proprii armonice ale coardei care verifici fiecare in parte condi-
tiile la limita impuse vor fi:

njie

ot — (A,, cos i+ B, sin _n_:;_c. l‘) sin n_ln 7,

care, pe motivul ci se anuleaza in punctele 0 si [, se numesc unde stafionare.
Se observi, imediat, ci verificarea conditiilor initiale nu va putea fi, in

general, facutd de nici una din vibratiile proprii, decit in cazuri cu totul parti-

culare cind functiile f (x) si g () sint date si ele armonice si convenabil alese,

deoarece :

w, (x, 0)=f (x) = A, sin_"llﬁ x=f(x)

11l

ou, : nie =0 :
e e ¢ (T) < B, sin — x=g (x),
( = )_ g @ =g

ccea ce este imposibil, decit in conditiile expuse mai sus.
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Folosind, insi, proprietatea de liniaritate a ecuatiei omogene a coardei,
deducem ci suma a doudl sau mai multe solutii ale ei formeaza tot o solutie,
dupd cum urmeazd : u,(x, 1) si u,(x,!) fiind doud solulii oarecare, avem :

O (Umtty) 1 FPUntly) [Pum 1 Puy 0% uy _1__6211,,'__‘0
: a2 ovi@ar ]

i c® oL 9% 11! scBligf
deoarece fiecare parantezi are valoarea zero, din faptul ci u,, §i u, verifica fie-
care separat ecuatia coardei.

Vom forma atunci mul{imea tuturor solutiilor ce reprezinta vibratiile
libere posibile, care verificid conditiile la limita, prin insumarea tuturor vibra-
tillor proprii u, (z, t), formind seria cu coeficient{i nedeterminafi A, si B,:

= R
tJ sin —l- T

o0
u@ =y (A,, cos ~n—?-c—t+B,,sin e

n=1

Determinarea acestor coeficienti va rezulta in urma impunerii conditiilor
initiale functiei u (z, ) definitd de seria de mai sus, iar seria cu acesti coeficienti
astfel determinati, va defini solu{ia cerutd de problema.

Va trebui s& avem :

u (@ )=t @) = ¥ A,,sin-llfle =1 (2).
n=\

Ultima identitate insemnind faptul ci seria din membrul sting trebuie
si coincidd identic cu seria de sinusi a funectiei f (z), pe intervalul (0, [), serie
care reprezintd pe R o funclie ce se obtine din { (x) prin prelungire prin impari-
tate pe (—I[, 1) si apoi, repetarea periodica de perioadda T=2L

Identificarea celor doua serii facindu-se termen cu termen, rezultd ca A,
vor coincide cu coeficientii seriei de sinusi pentru f(z), adicé :

2 o . nax
A,,=—I—S £ o) sm—l—dx; n=1= 2 5.
0

in continuare avem :
ol o ;
6______11;:: ) = 2 E_II[E (—A,,sm—————m;c—t—l—B,, cos B

n=\

C o ex TV
t |sin ;
= f
iar pentru cea de-a doua condifie inifiala, avem :

ou(x, i)
at

Sg@e ﬂ;iB,, sinﬁ?i =g (@),
n=1

=0

de unde rezultd ca va trebui si identificim din nou doud serii trigonometrice
de sinugi, analog ca mai sus, deci va trebui si avem :

nie 2 S

l nnz
B, = — (x) sin —— dzx
1 l g l

[}
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adica :

)
Bjel i Sg(x) sin T2 q
nic Jy l

Cu acesti coeficienti A, si B,, astfel calculali, solutia problemei va fi
datd de seria trigonometrica dubld a functiei u (z, f), care se mai poate scrie &

(o]
u(z, i)=Y, 7a|sin T (sin @, €OS e t+-cos @, sin AL t)
n=1
unde :
ta= AR+ B2 ;s sing,— ; cos @, =22,
tTa t7a

, 1ar solutia se va

- " 5 ) AL L
cu semnul din fatad a lui 7, ales acelasi cu semnul lui sin

scrie :

wixit)= § 0, () sin (-g;t—c I+ (p,,),
n=1

avind: 0,(x)—7,

- ¢RI
sin ——|,
"

reprezentind amplitudinile armonicilor vibratiilor punctelor corzii care au
abscisa z, iar @, fiind faza la momentul initial, aceeasi pentru armonica respec-
tiva in toate punctele corzii situate intr-o semiperioada (de exemplu in (0, )).

Tonul fundamental al sunetului produs de vibratia corzii e dat, dupd cum
se stie de armonica de ordinul intii u; (z, ), iar celelalte armonici superioare
contribuie la determinarea timbrulni sunetului.

9. VIBRATIILE INTRETINUTE ALE COARDEI

Coarda executa oscilatii intretinute sau fortate, atunci cind nu este lisata
sa vibreze liber ci existd o for{d ¢ (z, ) care actioneaza in fiecare punct al sau
si la orice moment, for{ind-o si vibreze continuu.

Ecuatia coardei va fi in acest caz neomogena :

°u 1 %

follzs b SCirtaly e ).
0zt ¢ o A,

Cautind si in acest caz solutia care verificad conditiile la limita :
u@0,H=0; u(, =0
si cele inifiale :
ou
u (@, 0)=1 @); —-) =g (@)
ot Ji=o

vom descompune problema in douad probleme mai simple, adica vom cauta
solutia u (x, f) ca sumd de doud funclii: v (z, 1) si u, (¢, 1), luind v (z,f) ca
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solutie a ecuatiei omogene a coardei si satisfacind aceleasi conditii la limita
si inifiale ca si u (, f) iar pe u, (v, {) alegindu-1 ca solutie a ecuatiei neomogene
dar cu conditiile inifiale si la limitd toate nule, adica:

u (z, H=v (z, O)+u, (=7 1),

avind :
Goq L1, 00,
oz ¢ o
v (z, )=t (2)
. v (x, 0)=f(z
v(0,H)=0 i o
v, H=0 (*a;) =g (x)
=0

si deasemenea :

(NS TV R O
LS e
s
{”o ©0,0=0 iy (1, 0)=0
si du, A
lI0 (l, t)=0 (—6—[_)120 =8

Intr-adevir solutia u (z,1) astfel construita va fi solutia ciutata, deoarece
avem : ,
o*u 1 ou? = Gy Q2 (vl ool O (gt
B2 p olehrid ox? ¢? ot

2 22 29 2
] 5 Ou"—i‘%——cp(x,l) =0,
o0z ) 0x? RO

=i (mit)s

identitate adevirati, deoarece parantezele sint identic nule, f{inind seama
de alegerea lui » (z, 1) si vy, (z, I).
Deasemenea :

u0,)=0 = v (0, §)+u, (0, )=0
{u(l, H=0 {v(l, )+, (1,.1) =0,

care, la fel sint identic verificate, pentru ci atit » (z, {) cit si u, (x, #) verifici
la limitd conditii nule, iar :

u(z, 0)=1(2) v (z, 0)+u, (z, 0)—f (2)=0 -
{"—" o * | (2) A e O tal TSR
“JH“ (mL.(mLog- 0-+g(2)—g(2)=0

Ramine deci de gésit cele doud funciii: v (x) §i uy ().
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Se observd ci v (,t) este aceeasi cu solulia datd la punctul precedent
prin metoda Fourier-Bernoulli a separarii variabilelor :
= nje e :
D (x, )= 2 (A,, cos -~l—~~ i+ B,, sin _i;f‘ 1) sin = ;
l

n=0

cu @

1 S
A,,=ES f (x) sin it ek — —Z—S g (z) sin i :
[ Jy nme Jy

=12

Pentru aflarea solutiei particulare u; (x, {), vom apela tot la metoda sepa-
rarii variabilelor, luind :

& S ()
u, (x, )= Y, T, (f)sin—uz,
n=0 l

care verifici conditiile la limita, deoarece pentru x=0 si =1 se anuleazi fiecare
termen al seriei.

Cunoagterea lui u, (x, {), cere insd determinarea sirului de functii T, (2),
care se poate face obligind seria lui u (x, {) de mai sus si verifice ecuatia ne-
omogenia a coardei si conditiile initiale, adici sd avem ;

© 2 : 1 = :
2 T‘ﬂ (1) 3 = s ﬂ [1)) - T ,l'“ ([) sin ﬂ al=F (Ilf)
n=1 da~ l C [ ;
sau : :
3 = 2 . 5 © 5
i S i [T;q o+ ( L ) " (t)} SN = Y, (1) sin s,
R [ l n=1 l

unde seria din dreapta este seria Fourier a functiei @(z, ?) ca serie numai de sinusi
in z, in timpul dezvoltarii, mentinindu-1 pe ! constant, de unde rezulti coe-
ficientii b, ca functii de { cunoscute din:

i
b,=0, )= —?—S 9 (z, 1) sin—nTx~ dzx.

0

Din identificarea celor doua serii trigonometrice termen cu termen, rezulti i

nic

2
Tn (H+ ( ) T, ()=—C9,(); n=1,2, ...
de unde pentru fiecare n se va deduce T, (f) ca solutie dati de conditiile initiale :
T, (0)=Ty (0)=0, rezultate din :

o]
]u (=, 0)=0 Y T.(0) sini’li 2=0 oricare ar fi z = Ta(0)="T% (0)=0
U=t n=1

<=

0 ®

A Y. Ti (0) sin
n=1

nnz
l

=0

o,
1%

Determinarea efectivd a functiei T, (!) cu conditiile initiale de mai sus
depinde de forma concreti a funciiilor ¢, (f) din membrul doi, iar pe urmi
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odata gisite se introduc in expresia seriei ce defineste pe u, (x, f), iar solutia
care di oscilatiile fortate va fi:

[co]

u@h=Y [A,, cos”—’l“’z+B,,sin i

nnx

t+ Tn (l)] sin 1 S

n=]1

unde ‘se cunosc, conform celor spuse mai sus valorile : 4, B, si T, ({).

Se observa cd de data aceasta, vibratiile nu se mai obtin ca suprapuiere
de vibratii armonice, pentru un punct x oarecare, deoarece peste o astfel de
vibratie se suprapune de fiecare data o vibratie data de termenul perturbator
Tu ()-

§.4. ECUATIA CALDURII

In ipoteza cd intr-o anumitd regiune din spafiu temperatura nu este con-
stantd, asistdm la [enomenul deplasarii unor fluxuri de cdldurd de la punctele
cu temperaturd mai inaltd céitre cele cu temperatura mai scizutd, fenomen
care poarta numele de propagarea caldurii.

Modelarea matematica a acestui fenomen se realizeazi cu suficientd pre-
cizie, in unele condilii de omogenitate si izotropie, de urmitoarea ecuatie cu
derivate partiale de tip parabolic:

1, du
A= —2— f'.'C, ,Z,t,
A +i(x9.20)

unde A este operatorul Ini Laplace, iar:
k
ac=—,

pc

k fiind coeficientul de conductibilitate termicd a mediului, ¢ — cildura sa spe-
cificd, iar p densitatea.

Termenul liber f(x,y, z, {) reprezinta densitatea surselor de cildura in
fiecare punct M (z, y, z) al mediului, la un moment oarecare ¢.

Daca f (x, y, z, {)=0 in domeniul considerat, are loc fenomenul de ricire
a materialului plasat in domeniul respectiv, pina la o uniformizare a tempera-
turii la o valoare constantéd, dacd domeniul respectiv este izolat termic de exte-
riorul siu. In acest caz fenomenul de ricire este descris (modelat) de ecuafia:

Alteori, datoritd actiunii prelungite a unor influente exterioare constante

asupra frontierei corpului, considerat ca domeniu de studiu, se stabileste o
stare termici de temperaturd ce ramine constanti in timp in fiecare punct
din interior, dar care diferd de la un punct la altul. Se spune in acest caz ci in
interiorul corpului s-a creat un regim stationar de temperatura. El va fi deseris
de ecuatia :

Au—1 e g 2)

iar dacd in interior nu existd surse de calduri, regimul stationar va fi descris
de ecuafia lui Laplace:

16 — Matematici speciale
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Observim ci, datoritd invarianlei inZtimp a temperaturii, in regimul
: ou
staflonar avem 5— =0.
L

Cunoagterea modului de propagare a caldurii sau a modului de distributie
a temperaturilor din interiorul unui domeniu, fie in orice moment, in cazul
unui regim tranzitoriu, fie pe o perioadd data cit dureazad un regim stationar,
revine la integrarea ecuatiei corespunzitoare a caldurii cu condilii initiale
date, in interior, si conditii de frontiera date la exterior, ambele puse corect,
pentru a se racorda valorile limita ale conditiilor initiale cind ne apropiemn
de punctele frontiera ; cu alte cuvinte si avem de rezolvat o problemi ,bine
pusd“, deci una care sa aiba solutie si sa fie unica.

Deci, in general, o solutie unica a ecuatiei caldurii, cere rezolvarea ecuatiei

1 Ou
ll—-———2“—07+f(x J, z, t)

cu conditia inifiala ;
U (Z, Uy 2, 0)=0.(x, Y 2),

si conditiile de margine (frontiera) :

u ls=9 (P, 1}; (sau = I)I = ¢, (P, 1))-
PeS 3

s

Vom Lrata, ca exemple, cazul de propagare a caldurii printr-o baréd subtire
unidimensionala si regimul stationar intr-o bara cilindricd de grosime data.

10. PROPAGAREA CALDURII PRINTR-O BARA RECTILINIE

~ Este cazul cind domeniul in care trebuie studiatd variatia regimului termie,
este redus la un segment de dreapti, la o semidreapta, sau la o dreaptd dupa
cum bara (considerati de grosime neglijabild, sau cu temperatura constantd
intr-o sectiune perpendiculari pe axa sa), este consideratd finitd, infinita
intr-un sens, sau infinita in ambele sensuri.

In ipoteza c& intre suprafata barei si mediul inconjurdtor nu existid schimb
de cildurd (evident nici surse de caldura in interior: f(x, )=0) functia u (x, f)
care ne di valoarea temperaturii la orice moment 7, in orice punct x al barei
(Ox fiind luatd in lungul barei) trebuie ciutatd ca solutie a ecuafiei :

0%u 1 du

o @ ot

2
3 ’ L ‘
(deoarece in acest caz Laplace-ianul Au se reduce lagrv—2 in fiecare '‘punct M

al barei) cu o conditie initiald si conditii date la capete (sau numai la un capit,
cind e nemirginitd numai intr-un sens) sau fira conditii 1n11;1ale cind bara
este suficient de lungi incit, sé se poatd considera infinitd in ambele sensuri
Aceste conditii de margine pot cere de exemplu ca: la fiecare capidt tempera-
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tura sa fie mentinutd la cite o valoare constanta sau la fiecare capat (evident
de la distanta finita) sa fie dat un regim de variatie in timp a temperaturii:

u (0, )=t (?)
{ (=1 (1)

u

T qﬁ’; ¢ Fig. 3.
T )

0v X ]

— Vom solutiona cazul barei infinite in ambele sensuri, adici vom urmari
modul de racire a unei bare foarte lungi in ambele sensuri, cind la momentul
initial se cunoaste distribulia de temperaturd in fiecare punct al ei.

Avem deci de rezolvat problema integrarii ecuatiei:

0%u 1 ou

Taics i el Ui(ee0)=0.(1): xc B

In acest scop vom aplica metoda separirii variabilelor, luind :
e — X (0 T (),

care, verificindu-si ecuatia data, ne da:
XS (@) ity — —1—2 X5 () T (D))
a

sau
D) Sl gl

ot 7 gl

X (x) bl

I fiind o constanta, deoarece x si { sint variabile independente.
Vom avea de integrat ecuatiile :

X" (x)—kX (2)=0 si T' (t)—ka®T (1)=0.
Incepem cu integrarea celei de a doua ecualii, care fiind de ordinul intii
liniara, omogena si cu coeficien{i constanti, ne da :
T (t)=_Ce**' ; (C=constanta arbitrara)

si ne permite precizarea valorilor posibile pentru k.
Avind, deocamdati :

u (z, )=C X (x) e***,

rezultd imediat ¢ nu putem avea decit cazul k < 0, deoarece pentru k > 0,
ar rezulta pentru C # 0, ca in fiecare punct al barei temperatura ar creste
in valoare absoluta peste orice limite, iar pentru k=0, aceastd temperatura
ar pastra in fiecare punct o valoare ce ar depinde numai de acel punct si inde-
pendenta de timp, adici am avea:

uX@e =0 X ().

Nu putem accepta nici anularea constantei C, deoarece, atunci am avea
temperatura nuld in toata bara in orice moment, ceea ce contrazice condifia
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inifiald datd. Aga ci vom putea face notafia : k=-—A2 cu A> 0 si atunci ecuatia
diferenfiala verificata de X (z), devine:

X' (x)4-A2 X (x)=0,
cu solutia generald :
X (x)=A4 (M) cos Az+ B (A) sin Az,

in care constantele de integrare A si B se aleg mereu altele la fiecare valoare
noua data lui A, deci ele depind de A i cum ele sint arbitrare, putem lua in
expresia lui T (f) pe C=1, deci vom avea pentru fiecare A > 0, cite o unda
de temperatura ‘

u (@, t 5 A)=[A, (M) cos Ax+ B (A)sin Ax]e M,

unde funcgiile : u (z, {;A) sint functiile proprii, corespunzatoare valorilor pro-
prii A, care de data aceasta formeazia un spectru continuu :

A=(0, o).

Evident, in general, nici una din aceste unde nu constituie solutia ciutata
a problemei, deoarece ar trebui si avem la momentul inifial :

A (1) cos rx+ B (M) sin Az=@ (x) ; oricare ar fi x € R

ceea ce ar fi posibil, doar in cazul particular cind @ (z) s-ar fi dat sinusoidalda
Din aceastad cauzd, vom construi mai intii cea mai generald solutie a prob-
lemei noastre prin suprapunerea tuturor undelor proprii, adici :

u (z, )= Sj u(z, 4) da,

unde, pentru a le suprapune pe toate, fira excepfie, locul seriei de insumare
dupa valorile spectrului, in cazul discret, l-a luat integrarea in raport cu para-
metrul A ce descrie spectrul continuu.

Vom avea deci:

u(z, )= Sm [A (A) cos Az+ B (A) sin Ax] e~Ma' i,
0
iar condifia initiala cere verificarea identitatii :
S°° [A (A) cos Az+ B (A) sin Az] dA= ¢ (2) 5
0
oricare ar fi z e R.

Din aceastd identificare, vom putea deduce valorile functiilor: 4 (A) si
B (%), in ipoteza ca functia datd ¢ (x) admite o reprezentare integrala sub forma
de integrald Fourier, adicd si putem scrie :

: 1 > ©
e@=— @l ¢©ecsh@-ya
; ; @i T Jo —0o0 :
caz in care idéntitateaf_de_mai sus_devine :

Sm [A (A) cos Az + B (M) sin Az] dA = Sm[(.}— Sm ¢ (€) cosA dg)cos Ar +
0 0 N J_n

o (ls‘” @ (C) sin xgdg) sin m] dx
N d_
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de unde deducem :

A(x)=%§°° 9 © cos A &L ; B<x>=—:;g°° o (©) sin 2L .

Inlocuind aceste valori in expresia functiei proprii u (z,f; A) avem:

u(z, 18— _1_ [cos Ax Sm @ (§) cos AL df -+ 'sin Ax Sw 9 (©) sin M,dg] e—hatt
T .

—0 [ee]

sau, introducind totul sub aceeasi integrald :
1 a®
“u(x 7\)=,—S @ (0) eV cos A (x—L) dZ.
N J_o :
Cu aceasta, solutia cdutati va fi:

u (z, )= % Sw % Sw ¢ (2) e cos \ (z—) di,
0 —

sau, dupd schimbarea ordinii de integrare: = .

1 p® 0 - ;
u (x, )= _.S S e M 'eos (z—E)A d),] o (7) dL.
T d_ |90 L

Integrala din paranteza dreapti, se poate calcula efectiv, fiind o integiala
de tip Poisson, adicda de forma:

Ji== gw €92 cos Bada; w >0,
Jo

care se calculeazi de obicei cu ajutorul rezidurilor, folosind conturul din figura
de mai jos, pentru integrala:

=2]=(" g ; ¥ B8
J—QI-—S_me **cos bz dz; ﬂ = o
. ’ = —
ficind : R — o si deducind, in final: s -t v
4 K o oo

® Ligofa buaell
I=S e cos Brdr=—1 /T e @ -
0 2 Q.

Pentru integrala noastrd avem : a=d’ ; f=z—, deci vom obtine:

o - 1w [l
S e~V ¢os (z—C) Mdh = — -\/ e e
[} 2a {

Fig. 4.

adica regimul termic de ricire al barei va fi descris, in conditia inifiald dati
de functia @ (x), de catre:

= 1 = el
(2 d)= WS @ @)e” "4t di; f>0.

Acest rezultat poate fi generalizat usor la cazul bidimensional, adica la
studiul regimului de ricire a unei plici foarte intinse, care si poata fi considerata,
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infinitd, acoperind planul 20y si avind grosime neglijabild in conditii de izolare
termicd fa{i de exterior.
In acest caz avem ecuatia:

—t—=——;cu: u@®y 0)=¢ @0y,

cind solutia va fi:

- 1 © L® & (x——l;)’+’(y-n)’ dcd
u(x,y, )—-—‘WS‘&S-OO(P(QT])G 4a%t C n.

De asemenea regimul de ricire a unui corp tridimensional, de dimensiuni
mari, care pentru problema respectiva poate fi confundat cu intregul spatiu
R3, este descris de ecuatia :

Pu i, Prrgl Fui ol O
S S P G iz e Oy—=0 (T 1, 7).
oz oy 0z a* ot

§.5. OPERATORI DIFERENTIALI IN COORDONATE CURBILINII

11. REPERUL MOBIL AL COORDONATELOR CURBILINIL. PARAMETRII
LUI LAME

Dupa cum se stie din geomelria analitica si diferentiald, orice transformare
punctualda nedegenerats :

=iy, 1)

D(x,y,z);‘éo

(T) y:y (xly xz: w3); D(mls xz’ x:})

Ze=zi(wpiea,, M2

defineste, in domeniul comun de definitie a functiilor z, y, z, in care iacobianul
lor nu se anuleaza, un sistem de coordonate curbilinii, care ataseaza fiecarui
punct al domeniului cite un friedru local format de versorii langenli curbelor
~ coordonale ce tlrec prin acel
punct.

Coordonatele unui punct oa-
recare M, fatd de acest reper sint
Xy, Xy, @3, adica valorile parame-
trilor, corespunzétoare acestui
punct, respectiv pe fiecare curbi
coordonata.

Tripletele de numere: (, y, 2)
si (21, @y, 3) sint in corespondenta
bijectivé ele reprezentind acelasi
punct M, fata de reperele : carte-
Fig. 5. zian, respectiv reperul curbiliniu.
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- . :
Vectorul de pozitie r al lui M, devine, in urma transformarii (T), o funclie

vectoriald de noile variabile x;, %, x3:

— - = —
r=2 (T, To, ) i4Y (Tq, Tp, T5) J+2 (T2, T2, xg) k.
Prin derivare partiali in raport cu z;, ¥, 3 se obfin vectorii tangenti
curbelor coordonate, in punctul M : . ~
: — — —
. DR i . R 5

gty 14

]‘1=-————; r2=————; r3= :

0, 0z, 0233
ale ciror module vor fi:
= — -
Ri=|r|; Re=|rs| ; Rs=|m31,
aceste valori, numindu-se paramelrii lui Lamé ai triedrului local. Valorile acestor

parametri Lamé depind, in primul rind de natura sistemului curbiliniu folosit

si apoi de punctul in care urmeazi a fi calculafi.
Versorii acestui triedru, dependenti si ei de datele de mai sus, vor fi:

- - —
Ty r =X o = T3
Uy gt Mg 0,

fiind liniar independenti, odatd cu :

e G 2iaedy = S0
Al (g O IRy
LSO i
S G e

=— 14+ — k
, 61’2 = 6152 ]+ axz
== 07 Y=, —0% 3>
W o i | o
5=y igghel o) I

pentru care avem satisfacutd conditia de necoplanaritate :

oz 0y oz
0r; 0y .6—:12
| nmBpstrgrargeap s D0 Pl i BT
0 0y 0xy 0%y D (zy, @3, x3)
oz 3y oz
0xg 03 5;;;

— = —
unde : V,=(uy, uy, uz) # 0.
2 3 - — — ) —
Fata de reperul : u;, u,, 13, vom putea scrie pentru diferenfiala dr, a vec-

torului de pozitie :

— — — — — - — —
dr=r1d$1+r2dm2+l’3d$3 <= dl'=ulR1dx1+ugRgdxz+u3R3dx3,
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iar mérimile scalare si cele vectoriale devin :
— - —
£ (M)=f (21, X2, 73) ; V (M)=Uj (21, 3, x3) U3+ Us (24, Tp, Tz)up+

= —
+ U3 (11?1, s, IB) us,

pentru care expresiile : gradientului, divergentei, rotorului, difera fati de cele
date anterior, in coordonate carteziene.

Observafie. Alegerea preferentiald, a unui anumit reper curbiliniu, in re-
zolvarea unei probleme concrete este indicati de natura acelei probleme si
de scopul simplificarii calculelor.

Mai ades folosite sint:

a) Sislemul coordonalelor sferice, definit de transformarea :

z=rsin 0 cos @
(T) { y=rsinOsing@; M (z,y,z) < M5, q),
z=T cos.0
pentru care valorile parametrilor lui Lamé sint :
B—1c e I\’S:r sin 0
iar valoarea iacobianului:

D (z,y,2)
D(r, 0, 9)

b) Sistemul coordonalelor cilindrice, penltru care definitia rezulti din :

=R;RyRy=r?sin 0 # 0 ; oricare ar fi M # O.

T=p coS @

(1) § y=psingp; M(x,y,2) < M(p, ¢, 2),

ta
(S

are: Rij=1; Ry=p; Rs=1 si lacobianul: I=R;R,R;=p # 0, dacdi M & Oz.
Observafie : Ambele aceste sisteme sint sisleme curbilinii orfogenale, adici

- = —
versorii u;, ug, ug din fiecare punct sint ortogonali doi cite doi, ceea ce, aduce

substantiale simplificdri de calcul.

12. EXPRESIA GRADIENTULUI IN COORDONATE CURBILINII

a) Intr-un sistem curbiliniu oarecare, pentru functia
B (xl’ T3, 13)

raportatd la acest sistem, avem :

_0__ oF

“grad F= gE grad x;+ 6; grad z,-+ 3 grad x.
2

T, T3

Rimine deci de calculat gradientii variabilelor x;, x,, 3.

88



Avem de exemplu :
—_ - — -
dz;=(grad ;) «dr=(r;dz; + r,dzs+rsdx;) grad z;,
sau :

dz;=R,; 5;1 «grad z;) dz;+ R, (sz grad x;) dz,+

+ Ry (u-grad a,) dz.

Ins, dz;, dx,, dag fiind cresteri arbitrare, egalitatea de mai sus este o
identitate, deci rezulta :

— it — —
(uy «grad 2,) = ——; wuy-grad ;=0 ; uz-grad r;=0.
1
i ¢ - - - ]
Ultimele doud relatii, aritind ortogonalitatea lui grad x; cu uy si uz, rezultd
cd acesta e coliniar cu produsul lor vectorial :
(g% 5% ;T) ¢ LA NET.
grad x;=2x (uy X ug).
—
Prin inmulfirea scalard cu vectorul uy:

Uy grad o, =2 [u; -(u; X uy)],

adicd, utilizind prima relatie obfinutd din identificarea de mai sus:

1 —_ = —
—— =M (uy, uy, uy),
g
de unde :
1
A= T e e
(uy, ug, ug) Ry
iar pentru grad x;, vom avea:
{- S sie 1
Uy XU, =
grad &; =/— ':.—Z'—T-:s»— = —uj.
1 (uy, Uy, Uy) Ry

Pentru ceilalti gradienti ai lui z, si x5, ob{inind expresii analoage avem :

_»* ._.‘ -’* A . L . . . 3 — <> = .
unde : uj, ug, ug sint reciprocii versorilor triedrului mobil wy, u,, ug, iar Ry,
R,, Ry parametrii lui Lamé.

b) Intr-un sistem curbiliniu ortogonal, reciprocii versorilor triedrului
coincizind cu ingisi acesti versori avem : :
OF — 1 oF = i oF —~

i
grad F= — —u; + — u
R_l 63:1 Ry axg Rz 03:3




Asa de exemplu in coordonate sferice si respectiv in coordonate cilindrice,
ambele fiind sisteme ortogonale, deducem :

(6 D e ) 1 —oF=

rad F (r, 0, ) = — e e
= ( v or <5y r 06 - rsin® acp"“’
si:
1 oF — B o2
grad F (p,9, 2)= ——up—l-— up+ - uz ; (u,-Jc).
dp o 0

13. EXPRESIA ROTORULUI IN COORDONATE CURBILINII ORTOGONALE

Pentru cimpul raportat la un astfel de reper:

V (M)=Uy (2, T3, 25) U+ Us (3, T3, 23) g+ Us (2, T, T5) 05,

vom avea :

rot V=rot (U)ot (Ustiz)+ rot (Ugtg).

1 —
Luind de exemplu primul termen, avem, deoarece : grad x,= —R—ul:
i = 1
rot (Ulul) -rot (U, R; grad x;)= U, R, rot grad x;-}-grad (U, Ry) x grad xy,
unde primul termen al sumei fiind nul, rdmine :

rot (Uguy)—=grad (U, Ry) x ;1
g

Aplicind, acum, cele deduse mai sus in privinfa gradientului avem :

g 5 o |
rot (Ulul)—-——[R 0 (U,R 1)“1
1 0%

o URuXu,
+R363(.11) s] .

iar dupa efectuarea inmultirilor, {inind seama de ortogonalitatea versorilor :
- -
u;, Ug, u3, obtinem :

1
—(U1 ) 3+ “—‘(U1R1) 112

rot (U 17)=——
s RiR; 0x, R1 3 0%3

Transcriind acest rezultat, precum si celelalte doué analoage, sub forma

- 1
rot (Uyju))= —— | Rs— (U;R u—R————URu
Uty RleRs[zaa(ll)z s (LR a]
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rot (U2112)= e IiR3—-——- (Ung) U3—R1 -ai (Usz) lll]

R1R2R3 6:1:1 T3
rot(U'J)—_l_—[R O vewiiniymp gt iy R)T{]
343 R1R2R3 1 01,'2 343 2 4 2 axl ‘ 3543 2

si insumind, gisim in final:

25 = =
R1u1 R2ﬂ2 R3u3

o e, gt e S
RiReRs 0z iddz,  O0x;

RU; RyU, RsUs

14. EXPRESIA DIVERGENTEI IN COORDONATE CURBILINII ORTOGONALE

Analog ca mai sus, avem :
div V=div (Uu,)+div (Usup)+div (Usuy).
Ocupindu-ne din nou numai de primul termen, avem :
4 — — . -
div (Uju;)=u, -grad U;+ U, div uy,

unde pentru primul termen avem :

W, grad U=, - (~1— AL I 1 e ;’3) 10U,
Rl axl Rz (7.’1:2 R‘; (7:1:3

iar pentru al doilea avem de calculat :

e L — - — —>
div uy;=div (uy X ug)=u; rot u,—u, rot us.

Dar:
Rpy Rgus Ryug
rot :1= Vi i B i 5
RJ RZR3 ; axl 61‘2' 0:63
0 l 'Rz 0
sau dez_voltat:
l'ot._:lz:' ! R3 ORZ ;3 ——Rl aRz Ti]_ )
RiRyRy 0, g
si analog : '
rot;;;= 1 (Rl 0R3;l->1_R2 033;»2)
R1R2R3 axz g axl



de unde

div 1= 1 (33 7 ¥+ R il ) 2 d (R3R;).
RleRs 62:1 0:!:1 R1R2R3 0x1
Intorcindu-ne la div (U]_l—l-;), gisim :
: = 19U 1 0 i i
div (Uyny)= — —= + U, (R2Rg)= —— (UiReRy).
R]_ (?:L‘l RleRs 61‘1 R1R2R3 0:01

Adunind acest rezultat cu celelalte doua obfinute prin permutéri circulare,
avem, in final:

div Vz . [

U;R:R —-—RUoP -———RRU
RiFuR, (U1 Rz R3)+ (R, 3)+ e (R1R2 3)]

0z,

Consccmta Aphcmd acest rezultat pcntlu coordonatele sferlce, putem scrie 3

1
rsin 0

by V=—1-—-—(r2U,)+ -(0251119)—{— Us]
r’ or ap |}

iar pentru cele cilindrice :
aU,

s U
d"""s—-(i( Up) + 222 (PJ+ :
p \dp 0z

* 15. EXPRESIA LAPLACEJIANULUI in COORDONATE CURBILINII
ORTOGONALE

Se deduce imediat din relatia:

AF=div grad F,

deci :
1 1-0E 1 oF
AF = = e P
R1R2R3[5131( il Ry 6731)+ 5932( - R, 012)+
5} 1 OF
52 ars, 2o
+5x3( i R, 61?3)
adicd':

1 [_0_(R2R3 oF )+ 0 (R1R3 OF 4/ 188 0 (RIRZ 6F)]

Rl Rg R3 0.’61 ERI -&U: 6:132 Rg axz 63:3 R3 6:173

Consecinli. Laplaceianul in coordonate sferice are expresia :

16( aF) 1 O(GF. ) 1 0°F
- sin -0

AR i hg?—— i ——
r* or or r’sin 000 \ 00 risint ) oF
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iar in coordonate cilindrice ¢
AF_ 190 (p 213_) 1 oF  oF
p dp\ dp > 0p? 072

expresii care, pe lingd utilizarea frecventd in probleme din teoria cimpurilor,
sint folosite si in solutionarea ecuatiei lui Laplace : AU==0, atunci cind acestea
sint avantajoase.

»

16. FORMULELE LUI GREEN

Avind date dou# cimpuri scalare :

@ (M) st p (M)

definite pe un acelasi domeniu Q si admitind derivate pina la ordinul doi in-
clusiv, continue, putem forma, cu ajutorul lor, urmatoarele cimpuri vectoriale :

—y 3
Vi=pgrad $; Vo= grad o,
care ne permit deducerea urmétoarelor formule :
a) Formula inilia a lui Green, se obtine aplicind formula integrald a di-
vergentei oricdruia din cei doi vectori \—f: sau _i;,.
Avem de exemplu, pentru VI:

SSS ;-ﬁd0= SSS q)?f~ grad ¢y do= Ssscp jm‘_:; da,

iar pentru membrul drept al formulei:

SSS div Vdo— SSS div (@ grad ¢) do —
Q fe]

SSS 4 (gradp - grad Y-+ div grad ¢) do= SSSQ (grad @ « grad ¢ 4-0AYd) do.

Obtinem, deci prima formuld a lui Green :

o5 o=, Grdo-amt ety go

si cea analoaga pentru vectorul sz
d
§§ ¢ Zdo=((( (grady-grad g+paq) do
S dn Q

care poartd acelasi nume (rolurile intre ¢ si ¢ fiind schimbate).
b) Formula a doua a lui Green se obtine prin sciderea celor doui egalitiiti
date de prima formuld a lui Green, adici:

SSS( a8 opde ) do= SSSQ (9AY —-q»Aq;).da),/‘ |

d; dn
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care, dacd ne gindim la felul cum a fost dedusd, nu este alteeva decit formula
integrald a divergentei. aplicata cimpului :

e ‘) (I)
V=V,—V,=¢ grad ¥ —{ grad p=¢ grad .
'

Cazuri particulare : 1°) Prima formulid a lui Green in cazul ¢ =¢, devine :

SSS 5 % o SSSQ [(grad, p)jd-000] da

2°) Formula a doua a lui Green se particularizeaza, pentru: =1, in:
SS AP g SSS Ag do.
S dn Q

§.6. DETERMINAREA VALORILOR UNUI CIMP SCALAR ¢ (M)
IN PUNCTELE INTERIOARE UNUI DOMENIU Q, CUNOSCIND

d

VALORILE LUI ¢ SI—% PE FRONTIERA (S) A DOMENIU-
dn

LUI SI VALORILE ' LAPLACEIANULUI: A¢ IN INTERIOR

Cu alte cuvinte, dindu-se :

a) ¢ (P)=hy (P); (iigl) =y (P); pentru P € (S) si:
dn /p
b) Ap (M)=f (M); daca M e Q, se cere: ¢ (M), pentru orice M e Q, in
ipoteza continuititii derivatelor sale partiale de ordinul doi.
Pentru rezolvarea acestei probleme, vom folosi a doua formuli a lui Green.
alegind a doua functie :

‘I)‘:—l— 3 r=l_1:l ;_r)zﬁl’,
i

unde ?este, deci, vectorul de pozitie fata de M € Q (M considerat fix), a unui
punct variabil P de pe suprafata, sau a unui punct variabil P’'# M, din interior

Aceastd alegere: U'= . s-a fa-
¥

cut, deoarece, avem :

A¥ =0,

tsail : 102
adica — este functie armonica. .
r

Vom aplica, acum, formula a
doua a lui Green domeniului_Q—o,
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obtinut dupi ce am izolat punctul M printr-o sferi de razi p suficient de
mici, avind centrul in M, volumul € si frontiera (s).
Vom avea:

d 1 1 d sk 1 d
B.lr s () - raleor S e () -7 Jaomse

-, 2

unde: Pe(S); P'€Q—ow; P e(s).

Inainte de a trece la limitd, reducind sfera (S) la punctul M, adici toate
punctele P'" — M, vom aplica formula mediei celor doud integrale, in care
se desface integrala pe sfera (s), tinind seama cé normala la (s), fiind indrep-
tata spre exteriorul lui Q—o, va fi indreptatd in interiorul sferei (s), adici
va fi:

Vom avea deci pentru sfera (s):

- —
i_,_l_ =grad [ LY TV (o E)(

dn \ r 7 r s
Prima dintre integralele amintite mai sus, devine :

.2 Sg q’c%' (1‘)“%': éSS ¢do,,

S S

~ I-sl

_l
e

iar dupd aplicarea formulei mediei :

i é ¢(Q") -Anp=4ng ('),

punctul Q' fiind pe sfera (s). ;

Pentru cea de-a doua integrala, derivata lui ¢ pe directia normalei fiind
marginita (datoritd continuitatii derivatelor parfiale de ordinul doi), vom
avea:

1 ¥ 1 (d d
12= SS iy '_—(f'd()'pu= —_— (-—_—;—) '4ﬂp2 = 4ﬂp (Tcp') H
s T dn P \dn /g dn /g~

punctul Q" fiind si el pe sfera (s).
Trecind la limitd avem :

lim  I—4np (M); lim ) JO Y
P">M P,Q-M,
Q' -M,) (p->0)
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deci vom obtine’:

SSS [tp = (i) = % % ]do,,+4ncp(M)= S .A_rq’ 6,

dn \ T Q

de unde :

1 1 =d s 1 A
o= o8 =i () el e

Cum punctul M, a fost fixat arbitrar in Q, formula obtinutd ne di valo-
rile cimpului ¢ in toate punctele interioare ale lui Q, cu ajutorul unei integrale
de suprafatd si a unei integrale improprii de volum (deoarece r=0 in M).

Observajie. Daci @ este presupusd armonica in £ atunci:

i 1 d d 1
A g=0= @)= — [—%P—cpt(——)]dc,
4dds| r dn dn \T

adica ¢ e cunoscuta in , numai din datele de pe frontiera.

§.7. FUNCTII ARMONICE. PROPRIETATI. -

Definigie. Functia f (M) este armonicd intr-un domeniu €, daci :

1) are ‘derivate partiale continue in €.

2) verifici ecuatia lui Laplace: Af=0, in €.

Din formulele lui Green si din cele tratate la paragraful anterior se pot
deduce urmatoarele :

Proprietiigi ¢ I) Penlru orice suprafald inchisd (S) situatd in domeniul de
armonicitate, avem :

f - : df
a) SS M gm0 (b rehging SS — do= SSS Af do)
S dn S dn fo)

b) SS f—i—f— do = Sgg (grad f)*d @; (din formula intiia a lui Green
s dn Q
pentru @=2yP=f, cuA f=0).

I1) Valorile unei funcfii armonice, in punctele inlerioare lui Qg < Q, sint
perfect delerminate de cunoasterea pe frontiera (S) a valorilor sale si ale derivatei
pe direcfia normalei.

bt (1 df ot
s = SSS( g (r))dc'

Acest rezultat, il cunoa;tem_deja, din paragraful precedent.

11I) Proprietatea de medie (Teorema lui Gauss): Valoarea funcliei f (M)
din cenfrul M al unei sfere, sifuatd intr-un domeniu de armonicitate a lui f, este

media valorilor ei pe sferd.

£ (M)= ~1—2 SS [(P)do; (a fiind raza sferei S).
4na s
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Demonstrafie : Aplicind formula amintitda la proprietatea II), pentru
sfera (&) si cu M ales in centrul sferei vom avea r=a, deci:

£ (M)= —> SS d—_fda—isg f—ﬂ(i)do.
dna ds dn 4w s gn \ r

Prima integrala este nuld, conform proprietitii Ia), iar pentruadoua avem:

-

=L oF - . & : : -
n= —, fiind vorba de normala exterioara a sferei, deci vom putea scrie :

r
1 e Al 1
e ) 3B
dn s 7 3 2 ik s a*
deci se obtine, intr-adevar :

[(M)==— Ilg{ SSS ( b %)f(P) do— —4;7 Sgsf (P) do.

IV) Dacad funcfia f, armonicd in tot spafiul, verificd o relafie de forma :

A
ERpaY < —-» pentru p> R,
P

unde : o= ﬁ)»l’[, cu O fix, A si ) constante pozitive, iar R > 0 fiind oricit de mare,
atunci f (M)=0, in fot spafiul R3.

Demonstralie : Luiam o sferd S cu centrul in M si raza a suficient de mare,
astfel ca distantele OP, de la punctul fix O interior la orice punct P de pe sferi,
sa fie toate mai mari ca R (p=0P > R).

Avem, atunci, dupa teorema lui Gauss:

et =l — 5

1 1
[ty |=—]| ({ %P a ‘g
sad 4 ISSS ) g 47

T a?

A 1 A 1 A
< sty SS do= — = rdnd= —->
dma? . Py g 4na® @ P1

unde : p;=min OP=0P;.

PeS
Alegerea valorii p; depinzind de @, ea va creste nelimitat, odati cu a, re-

latia obtinuta :
; A
{EHM) = — 5 p, > R,
f1
ne spune cd | { (M) | poate fi oricit de mic, si cum f (M) e o valoare fixd (nu
depinde de P) inseamnd cd ea nu poate fi decit nuld, deci avem :
f(M)=0; oricare ar fi M < B3,

V) Exiremele unei functii armonice nu pot fi atinse decit pe frontiera do-
meniului de ermonicitale.

17 — Matematici speciale
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Demonstrafie. Presupunem, prin absurd, ci in punctul interior M, functia
armonicd f ar avea, de exemplu, un maxim. Atunci existd o sferd cu raza p
suficient de mica si centru My, astfel ca in orice punct P al siu, s& avem :

f(P) < f(M,).

Integrind membru cu_ membru, rezulta :

st (P do < 1) \{gdo—anpt (M1,),

adica :

1
f(M) >—— f(P)do
M) > S_SS (P)

ceea ce contrazice teorema lui Gauss.

Evident demonstratia decurge similar in ipoteza unui minim, deci atit
maximele cit si minimele lui f nu pot fi atinse decit pe frontiera.

VI) Dacd funefia £ (M) e armonicd intr-un domeniu 25 mdrginit de o supra-
fatd inchisd (S) si e continud pe s U (S), avind valoarea zero pe frontiera

il S e - ’ ’ A : -
(S), iar —-e marginitd in toate” punciele acestei frontiere, atunci f(3[)=0 in
dn
fot domeniul Q.
Demonstratie : Conform proprietétii I1b) avem :

SSSQS (grad f)? do = SSS £ jji do=0,

egalitatea cu zero a ultimei integrale avind loc datoritd anulérii functliei f in
punctele P ale lui §. :

Avind, sub integrala de volum o cantitate nenegativa, rezultd c& anularea
acestei integrale este echivalentd cu anularea acestei cantitdti deci avem in
mod obligatoriu :

grad f=0 in Qg @—a— == 0 — ' —consbani
ox ay 0z

Aceasta valoare constanti luatd de catre f in punctele lui Qg nu poate
fi decit zero, care este valoarea lui f pe frontiera (S), f fiind, prin ipotezd, continua
pe Qs U (S), asa ca va trebui si avem :

f(M)=0 in Qj.

Consecinfe : a) Doud funclii (M) si g (M) armonice in Qs si continue pe

Q.U (S), care iau valori egale pe (S) si —-d_—t:-;si—qg—mdrginite, vor diferi una de
dn  dn

alta printr-o conslantd in tot domeniul Q.
Demonstratia rezultad din aplicarea proprietatii VI) diferenfei: f—g, de
unde va rezulta :
f—g=constant in Q.

b) O functie armonica intr-un domeniu si cu derivatele pe direclia norma-
lelor la frontiera acestui domeniu marginite, este complet determinata in acest
domeniu, atunci cind i se dau valorile pe frontiera acestuia.
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Observafie. Problema determinirii unei funclii armonice intr-un dowmeniu,
cind i se dau valorile pe frontierd este numita problema_lui Duzchlvl

df . .
VII) O funcfie f (M) armonicd in Q. cu —-| =0,s¢reduce la o constantd:
dn g BTy
f(M) | me Q =constant

Demonstrafia se bazeazi tot pe proprietatea Ib):

f
SSS (grad f)? do— SS S sty
Qg S.edi

o
egalitatea cu zero a ultimei integrale avind loc din cauza lui—-| =0, care
dn |g

implica si acum :
gladf|M R =0 <. 1 (Z\I)I Mefg = constant,

Valoarea constantei raminind nedelerminati, deoarece lipsesc conditiile

suplimentare care s-o determine.
Consecinfe : a) Dacd peniru doud [unclii f (M) si g (M), armonice in Qg

avem :
at dg |

— —r
dn |g dn s

alunci ele difera in interiorul lui g prinir-o conslanld.
Demonstrafia se face aplicind proprietatea VII) diferentetr h==f—g. care
va fi si ea armonica in Qg si va avea, conform ipotezei:

dh

—-| =0, deci h(\[) Meog = constant.

dn |g

adica :
f—g=constant.

b) O funclie armonicd intr-un domeniu, esle delerminald pind la o constanid
adilivd, de cdlre valorile derivatei sale pe direclia normalei la frontiera domeniului.

Observalie : Problema determinarii unei functlii armonice intr-un demeniu,
cind i se dau valorile derivatei pe directia normalei la frontiera, se numeste
problema lui Neuman, care impreunda cu problema lui Dirichlet constituie
doua probleme celebre in fizica matematica.

§.8. STUDIUL UNUI REGIM STATIONAR DE TEMPERATURA
IN INTERIORUL UNUI CILINDRU CIRCULAR

Sa consideram un cilindru de lungime finita [ si raza a confectionat dintr-un
material cu proprietiti de simetrie radiala, in ceea ce priveste conductibilitatea
termicd, adica intr-o sectiune perpendiculari pe axa sa, 1‘empera’rm"‘s este
distribuita uniform de la axi spre periferie (toate puncte egal departate de axa,
au aceeasi temperatura).
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Vom considera ca in interiorul cilindrului s-a stabilit un regim termic
stationar determinat de mentinerea suprafetei laterale a cilindrului la tempera-
tura zero, iar la cele doud capete se cunosc distributiile temperaturii in fiecare
punct al bazclor (evident independente de timp).

Cum, in interiorul cilindrului na existd surse de cilduri, f(x,y, z)=0.

Ou

iar datorita regimului stationar —— =0, ecuatia distributiei de cildura se reduce

la ecuatia lui Laplace (deci de tip eliptic):
Au=0,
cu conditiile de margine (frontierd) :
ulg=0; u l.s,zfl (B):suu |s,=f2 (P);

unde : S;, S; si S, sint respectiv: suprafata lateralda si dele doud supra-
fete de secliune de la capete ale cilindrului.
Tinind seama de forma particu-
z larda a domeniului (cilindru) si de
proprietatile materialului, presupuse
mai sus, deducem cé tratarea proble-
mei se preteaza la folosirea sistemu-
L1 lui de coordonate cilindrice, luind
A axa Oz in lungul axei cilindrului.
She: In acest caz, temperatura u, nu
va depinde efectiv de variabila ¢ a
:I{ punctului variabil M (r, ¢, z) din
o interiorul cilindrului (datoritd pro-
» prietatilor materialului, temperatura
J

nu depinde de ‘direc{ia de [depla-
s = -
/ @ sare in sectiunea normald).
x Ecuatia lui Laplace: A=0, in
- coordonate cilindrice fiind :
%u % Ou 1,5¢% d%u

- T P S R =0,
s = i r’ og? 1 0z%

62
in conditiile noastre, avind : ——— =0, ne ramine de integrat ecuatia:
0g?
0*u i 0%u
sl saaeiREE
or® T 0r Gz

A

=0; (u=u(r, z))

cu conditiile de frontiera :
u(a,2)=0; u(r, 0)=f (r); u(r, =L ().
Orswi L0 hisaa

Integrarea acestei ecuatii o vom face, si in acest caz, prin metoda separarii
variabilelor, luind :

u(r, 2)=R (1) Z (2),
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in urma careia ecuatia lui Laplace se va scrie :
1 ]
R’ (r) Z (24— R" (1) Z (2)+Z" (z) R (r)=0
r

sau in urma separdrii variabilelor :
REER N £ 13
IR (r) St
din care obtinem doua ecuatii diferentiale de ordinul doi :
Z'" (Bt kZ (2)=0 si tR” (1)+ R (£)— krR (r)=0,
pentru care considerdim numai cazul k <2 0, punind k=—2* (cclelalte cazuri

dau solutii care, in general, nu concorda cu conditiile de frontierd).
Vom avea in acest caz, pentru prima ecuatie :

2" (2)—XZ(2)=0,

=k (k — constant)

solutia gemeralda : -
' Z.(z)=Cchhz-+ Dsh).z,

unde am ales ca sistem fundamental de solulii, functiile ehdz si shaz, in locul

sistemului, mai des utilizat : er ; ez,
Ecuafia a doua, dupa inmullire cu r, se va serie :
r’R" (r)+rR' (r)+(0*—0% R (r)=0,
care este ecuatia lui Beqsel cu indicele v=0 91 cu solutia generala :
R(r)~AJ (}1)+BN (A1),
unde : J, (x) si N; (z) sint functiile ‘Bessel de indice zero si dé spela intiia,
respectn a doua (Nv—fllllclla lui Neumann).
Observind cad pe axa cilindrului, adici pentro r=0, avem :
Jy (0)=1 si lm‘} Ny )=+ o0
b : r- £
‘ceea ce ar insemna o contradictie cu legile fizicii, deci trebuie si luam B=0
iar pe A il ludm egal cu 1, deoarece factorul Z (z) confine deja constante ar-

bitrare. o !
Obtinem pentru solutiile de forma propusa :

u (r, 2)=(Cchrz+ Dsharz) J, (ur),
solutie careia ii impunem conditia data pe suprafa@d laterali a cilindr’ului 2
u (a, z)=0 < (Cchhz+Dshiz) J, (ha) =0 ; orieare ar fi z € [0, {].

Pentru a evita solutia banald obtinutd pentru C=D=0, trebuie si avem
in mod necesar: J, (2a)=0.
Cum avem Aa > 0, va {rebui si avem pentrn Ae, valorile :

Aa=x g =0l 2% o

unde z, sint radacinile poziti\e ale funcliei Bessel J, {z) care stim ci, sint o
infinitate numarabild, deci si pentru 2 rezultda o mfmna‘rc de valori plopm,
formind un spectru discret :

A= an])\n:—a‘—"’-; Jo (®,)=0; n=1, 2, }
a

l
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Functiile proprii, corespunzatoare valorilor proprii A,. vor fi:
e d J 3 & x
T = ( Coch =™ z4+Dysh—z |J,| —=r |,
\ a a a
unde, dupd cum se stie de la teoria funcliilor Bessel, sirul:
Tg(x) 5 Jg (@225 o o3 I (Tn®) 540 -

este ortogonal, cu ponderea: p (x)==x, pe intervalul [0, 1],
adica : ’

1 {0, K'£m
TJ (Te o) (T ) d =" 1
So P i oo Jo( )= T J1 (Tm) 3 k=m.

: : r } 7
In cazul nostru, sirul : {Je( i —-)} va fi ortogonal cu ponderea: p (r)= — »
a : a
pe intervalul [0, a]. deci solutia cea mai cuprinzitoare ce verifica conditia

nula pe suprafata laterald a cilindrului va fi data de seria:
@ (e e]

u(r, Z):: 2 uy, ('I' 5): Z (Cn ch s Z+DnSh 22 Z) JO(InL)

n=1 a=1 a a a

care pentru orice z fixat, apare ca sumi a unei serii de functii Bessel din sirul
de mai sus. Determinarea coeficientilor C, si D, ai acestei serii se obtine punind
si celelalte doud conditii de frontierd relativ la bazele cilindrului :

s 0 r R I
u(r,0)=t, (N = Z Corily (.tn—) = 2 gl (xn»;) ;

n=1 a n=1

: T S ey . r
unde «, sint coeficientii seriei Fourier-Bessel a functiei f, (r), dupé sirul J° (x.—- )
'k o Y d

si au wvalorile :
2 b i
o ___S £, (r) rJ, (x,.—) ar,
a

@ J1 (Ta) J

coeficienti care trebuie si coimcidda cu C,, din identificarea celor doud serii
de mai sus ; deci: C,=@,.
Din a doua conditie :

(2t =% (i e bysh B}y, (2, L) =58, 7, (2.
l w0 =17 S Pl el | n SR ——— S et s « e B
n=1 l a a > : a n=l“" $ a
rezulta : : gE
X 1
@ fch=—— s [F B e T =
; a a

{ 2N , I r 1y 1l
unde B, sint coeficientii dezvoltarii, dupa sirul J, (1‘,,, — ,) a fumctiei f;(r), adici:
a

e

M=

£ £ = a r
f (r)rJ,{x,—|dr,
e R
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deei vom avea :

nl

5} X
DA atrtianiiapplefh &t |
z :
Shi—==] "
a

Inlocuind coeficientii C, si D, astfel determinati in seria lui u (r, z) o putem
scrie sub forma :

(e

= Y | e ——1—1— sh (1:,, [———:) Ba —-—1—[—131:1 (:L‘,,i) Jy (.1',, L) 5
n=1 sh(:r,,—) 4 sh (;vﬂ—) . &

a a

tezultat care da distributia valorilor temperaturii in punctele cilindruiui, sub
forma unei serii de functii Bessel (adica de functii cilindrice, de unde le vine
si numele).

Se verifica si direct ci seria de mai sus verificd ecuatia lui Laplace (bine-
inteles scrisa in coordonate cilindrice), iar pentru z=0 si respectiv pentru
z=I[, aceasta serie se reduce la seria Fourier-Bessel a primei functii : f; (r), res-
pectiv a celei de a doua: f, (f).

Acest exemplu a fost conceput in asa fel ca si conduci la rezolvarea unei
probleme Dirichlet (particulare bineinteles, datoritd independentei de @) pen-
irtu un domeniu cilindric.

§.9. PROBLEMA LUT DIRICHLET PENTRU CERC

Ca orice problemad Dirichlet, aceasta problemid cere determinarea unei
functii armonice intr-un domeniu, care in cazul nostru este un domeniu plan
de forma circulard, cind se dau valorile acestei functii pe fromtiera (adica in
cazul nostru se dau valorile functiei in punctele cercului (C)).

Avem deci de rezelvat ecuatia lui Laplace :

2 ~o

Ql i =0 ot U (P)’ =

ax* ay* ‘ Pe(C)

(
4 =1 (s M
£l Py =fi(s)s r
Vom tine seama de forma domeniu-
lui si vom trece ecuatia lui Laplace in
coordonate polare in plan : '

by

1

>

Fu 1 gl L BU

o 't ar ?6@2 i

@

(U (r, @)=1u (r cos @, I sin @)

cu conditia :

U, ¢)=I(e); ¢ (0, 2m),

in ipoteza c¢i vom considera raza a=1, pentru inceput, caz in care arcul s,
ce fixeazd pozitia punctului P pe frontierd devine :

Fig.: 8.

s=ag=9,
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deci functia f datd in conditiile de frontierd va trebui sa fie o functie periodica
de variabila ¢, adicd : f (p-+2n)={f (¢), pentru orice valoare r fixati, pro-
prietate pe care va trebul s-o aibd si solutia cautata.

Vom integra ecuatlia lui Laplace prin metoda separiarii variabilelor, punind :

U (r, )=R (D (¢),

‘dupd care ecuatia devine:
= 1 =
IVM®M+7R®®@+FR®®WF&

iar in urma separarii variabilelor :
?R (r)--rR' (r) :_w .
R (r) @ (¢)
Cele doua ecuatii diferen’gialerrezultate, sint :
©"(9)+ka(9)=0 si r’R” (r)+rR’ (r)—kR (r)=0.
Din conditia de frontiera : |
U@L o)=1(@) = RDa@) =t ().

rezulté perlodlmtatea de perloada T=2n pentru solutia @y(@) datonta exis-
tentei acestei proprietdti pentru functia data f (@), de unde deducem pentru
k, valorile spectrale : k,=n? formind un spectru discret, numdirabil :

A={ky | kp=0; n=0,1,2, ...}

Integrind, atunci prima ecuatie :
T " (®)+1D (¢)=0,
obtinem pentru flecare n cite o solutie generala :
D (¢)=A4, cos n¢+B, sin ng,
iar pentru cea de-a doua: g
r’R"(r)+rR’ (r)—n*R (r3=0,
care este de tip FEuler, cu ecuatia caracteristici: 2*—n®=0.
‘ R, n)=C,r*+D,r ", pentru n # 0

SE::
R, (r)=C,+D,lnr.

Datorita continuitétii solu'giei ciutate, va trebui si anuldm coeficientii:
D, si D, iar coeficientii ¢, si ¢, ii putem alege egali cu 1. tinind cont ca avem
co'lstante arbitrare si in expresule functiilor @, (). Vom avea atunci functiile

proprii :
L, @) —17 (4, c05 nQ-- B, sivng)y: n—0,1,2 ...

Cea mai generald solutie ce verifica conditiile de frontierd, va fi seria:

Ur. @)=Y, U, ¢)= Ayt ﬁ r* (A, cos ngp-+ B, sin ng),

n=—>0 n=1
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serie care este absolut si uniform convergenta in orice cerc cu centrul in origine
si de razd p < 1, dacad pentru orice r << p < 1, ea admite o serie majoranta.
adicd dacd asa cum rezultd din inegalitatile :

| A, cosne+B,sinng |< | A, |+]| B,
putem gisi un numéar fix M, astfel ca sa avem :
(A, s M 14,141 B, | < M, orifare gr li necN.
In acest caz seria majoranti va fi seria geometrica :
M (14-p4p2+. .. 4p+..0)

cu p oricit de apropiat de valoarea 1.

In aceastd ipotezi, vor fi uniform convergente si seriile obtinute prin deri-
varea seriei lui U (r, ) de doud ori in raport cu r sau in raport cu ¢, deci va fi
asiguratd atit existenta solutiei U (r, @) cit si a derivatelor partiale de ordinul
doi si introducind seriile acestora in ecuatia lui Laplace, se verifica si direct
ca ea va fi verificatd oricare ar fi coeficientii arbitrari: Aj, 4,, B,.

Determinarea acestor coeficienti va rezulta din conditia de frontierd iden-
tificina seria functiei U (1, ¢) cu seria trigonometrici a functiei date f (¢)
adica va trebui sa avem : :

Ui, cp)zf(q))@AO—}— i (A, cosngp + B, sin ng)= .

n=1

(-}
== Z (a,, cos nep—+B, sin ng),
n=1|\
unde :
2m

27 -1
£(0) cosnBdO; 8,= —S £ (6) sinn 046,
0 T Yo

g Sz”f(e,) B L %S

26T

iar, prin identificare gasim :

:’10:(10; Anzan §i -Bn:p‘m

de unde se vede ca: Aj, A,, B, verifica conditiile de majorare de mai sus, de-

oarece coincid cu coeficientii seriei Fourier a unei functii date pentru care

aceasta serie converge si asa cum rezulti din teoria seriilor Fourier, acesti

coeficienti sint marginiti, deci derivarea termen cu termen a fost justificata.
Introducind valorile acestor coeficienti in seria care ne da solutia U (r, ¢).

ayem : g

2%

o 27T =
Li(r, @) — f(0) o+ = 3> (cos ne So f () cosn dO+4

21 S0 T p=o0
27T
+sin n (pS [ (0) sin n6d0) )
0
sau scriind totul sub o singurd integrald :

: 1 Ve ‘™ :
U (r, (p):?—s [1—}—2 Z r? cosn(@—(p)}dﬁ.
0

A n—1
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Suma seriei din interiorul parantezei drepte se poate calcula efectiv, fole-
sind calcule cu numere complexe, in modul urmitor :
Vom nota aceastd suma cu § si vom secrie :

Fet38s]
unde suma :
= A
S;= Y, r‘cosno, cu: o=0—g,
=i

se va calcula asociind-o cu suma altei serii :

(o]
Se= Y| rsinno.
n=1

Construind numarul complex :

(ee] [e<]
0="5;+iS;= Y r"(cos no+isin no) =Yy, elcliid
n=1 n=1
observiim ci o este suma unei serii geometrice convergente, cu ratia : q=re'®,
cu |q|< 1, deoarece r < 1.
Obtinem :

re'® 5 r
00— = e ; = >
L~re'® enifin (cos @—r)—isin ®
de unde :
r(cos ®—r) r cos ®—r*
SI=Re (0)2 5 =y F= - o B
(cos®—r)*+sin“® 1—2r cos+4-r*
lar s
8 1—9r'cosi®@--1°--2r cos 21" ==
b=1+251= : : = =
1—2r cos @-+r? 1—2r cos w-+r?
adica :
e
S=

1—2r cos (0—e)+1*

Inlocuind acest rezultat sub integrala ce exprimia solutia U (r, @), avem :

3

e U e £(9) d0
U (r, g)= — S ©)
0

25 1—2r cos (B—¢)--r?
egalitate care poartd numele de formula Iui Poisson. Faptul ca functia U (r, @)
definita de aceastd formuld a lui Poisson, pentru cercul de razd a—1, verificd
ecuatia lui Laplace se poate verifica prin calcul direct, calculind derivatele
partiale ale functiei U (r, @) prin derivare sub semnul integrala.

De asemenea, pentru conditia de frontierd se verifica faptul ca :

lim U (r.)={ (¢)
r—1

106



si se mai poate arata ed functia U (r, @) este si continua pe (D) U (C), dacd
f () este continua pe (C). Rezultd intr-adevir ca functia U (r, @) gasita este
armonicd in domeniul circular D si constituie solutia lui Dirichlet pentru
cercul de razd 1. Solutia problemei lui Dirichlet pentru cercul cu centrul in

i iy
origine si de raza a, se obfine din formula lui Poisson schimbind r cu —> adica
a

vom avea :

. a@—r2 2% £(6) do
U )= ®
@

27 @ —2ar cos (0 —q)+r*

§.10. ECUATIA BIARMONICA

Si considerim ecuatia liniard neomogend cu coeficienti constanti
. 2
Ly (=t (x, 9), (x,y) D < R®

cu L, definit de (25) pentru m=4 si sa punem : qy=a;=1, @;=a3=0, @;=2.
Obtinem ecuatia

4 ~4 4

AREFLLS s 5 X 62)
oxt ooy T og

care se aplica in teoria elastieitalii a placilor plane si curbe [55].
Daca se noteaza cu A operatorul lui Laplace atunci se verificd usor ci

4 4
d o "

ARA (A )emeTanpa : 53
L2 oxt k ox* oy oyt ©3)

Definigie. Operatorul liniar A*=A (A) se numeste operalorul biarmonic.
Cu ajutorul operatorului biarmonic ecuatia (52) se poate scrie

Au=f (z,y), (z,y)e D < R?, (54)

17. ECUATIA A%u=0

Definitie. Ecuatia
A%u (x, )==0, (z,y) e D < R? (55)

se numeste ecuatie biarmonica.

Definitie. O functie u € C* care satisface ecuatia (55) se numeste functie
biarmoniea.

Ecuatia (55) se mai numeste ecuatia eforturilor unitare (in teoria elasti-
citatii), iar solutia ei functia eforturilor unitare (funcfia lui Airy).

Are loc

Teorema. Solutia generald a ecuatiei (55) este datd de
u=Re [Zf; (2)+15 (2)+2 f5 ()4 14 (2)] (96)

unde z—x+tiy, Z=x—iy, iar f; (j=1,2,3,4) sint functii analitice intr-un
domeniu inchis D.
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Intr-adevir dacd  (z)=U (z, y)+iV (z, y) este o funetie analitici de varia-
bili complexa, atunci tinind cont ci

i . I z~.z , z=zx+iy, I=z—1iy, f=—1)

2 2i

se aratd usor cd avem

*f 1 3
= — (AU+IAV
0z 0% 4 ( )
de unde se obtine relatia
7 02
ARef=4Re 7 (57}
0% 0z

numita si formula lui Goursal.
Aplicind de doud ori succesiv formula lui Goursat se obtine din (56) ¢
Alu=A (Au)=A [4Re (f; (2)+15 (2)] =0,

de unde rezulta afirmatia din teorema.
in particular se poate considera solutia exprimatid ew ajutorul a doud

functii analitice arbitrare

u (x,y)=NRe [2 f(z)%—,gv (2)]=Re [:z’ f:(z) 4+g (.,)} pazch Qo (58y

z

de unde se deduce ci are loc urmiatorul

Corolar. Daca 1, si u, sint functu armonice pe un domeniu D < R* atunci
functia d(‘fm]ta de : 5

u (2, yy=(@ 41 uy (2, y)+us (@ ) (59

4
este biarmonica pe D.
Din corolarul de mai sus se deduce imediat (pentrw u; =0) ei are loe urma-

torul

Corolar. Orice functie armonicd este biarmonicd. Se poate arita usor ca
au loc si urmitoarele doua afirmatii :

Corolar. Daci u; este o functie armonicd pe D < R? atunei functia de-
finita de
u (v, g)=(ax+by) uy (@ y). 60y
cu a,b constante arbitrare reale, éste biérmonicé. . :
| éorollar. Functia definita de ' ‘
u (z, y)=(azx--by) In (2>+y%, (z.y) e D = R* (61

cu a,b constante arbitrare reale, este biarmonica.
Solutii ale ecuatiei (55) se pot obtine si prin metoda separarii variabilelor.
in lpoteza cd se cauta solutii de forma

u(x, y)=X (2) Y (). 62y
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din (55) se obfine
"4 3 " ’r 7(4) 3
$ 42 T, e 3 =0, (63)
X Xy 3¢
de unde rezulta prin derivare in raport cu y
XII e 5 Y(4) ? )
2 - == ) =0 (64)
X b Y
sau
I (4) NP
SR MRS B ) eSS (65)
X o

Y7\
(¥)
Din (65) se obtin ecuatiile diferentiale

X'+ @?X=0, Y® 20?Y"+!'Y=0 (66)
fnlocuind sclutiile generale ale ecuatiilor (66) in (62) se obtine
u (x, y)=(A; cos ox+ A, sin o) [(B;+ Byy) choy+(B;+ By) shay]  (67)

Daca se tine cont ¢4 prin transformarea x=p cos 0, y=p sin 0, operatorul
A devine

P ecpcthi igiad 4
ap*  pdp p* 0O°
ecuatia (35) poate fi serisi in coordonate polare astfel

/ 2 1732 2 2
(i Ly S _1;‘3__)(6”+_1_2“__1__E2_‘3’;)=0, (69)
gp EilgCglts Rt RGRERgp T Pitgp st 50

(68)

Daca se cauta solutii de forma
U, =R (oheosnben—1 2,52, (70)
(sau u,=R*(p) sin n0) obtinem ecuatia
2 2 2 2
ot T e S R D
de* pdp ¢*J\dp® p dp o2

a carei solutie generalda pentru n > 1 este data de

R,—=A 0%+ B,p"4C,p"24-D,077*% (n=2, 3 ..:)- (72)
Pentru n=0, respectiv n=1 se ob{in solutiile
Ry=A,+ B,0*+Cyln p+Dp?In p (73)
si
R,=A,p+ B,p3+C;07*+ D;plnp (74)

{Expresii similare pot fi scrise si pentru Ry).
Problema la limitd fundamentala pentru ecuafia biarmonica se poate
enunta astfel :
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Sa se determine functia ue C* care satisface ecuatia (53) in demeniul
deschis D si conditiile la limita

=y
on |

unde g (s) si h(s) sint funclii continue de arcul s al conturului I' (fiontiera
domeniului D).

ulp=g (s); =h (s), (75)
r

Are loc

Teorema. Solutia ecuatiei (55) care satisface conditiile la limita (75) este
unica.

Intr-adevir, daci se presupune ca existd doua selutii u; si u, atunci v=
—u;—u, este de asemenea o solutie care verifici eonditiile (75). Aplicind for-
mula lui Green

SSD(M@ — @Ad) do = SF (w% - @ %%) ds,

functiilor ¢=v, Pp=Ap, obtinem
({ (a0 do=o0,
~“D

de unde Ap=0. Tinind seama ca »|p=0, avem »=0 si deci ;= u,.

18. ECUATIA Alu—f

Sa considerim acum ecuatia neomogena (54). Se verifieda usor e are loe:
Teorema. Solutia generala a ecuatiei (54) este data de
u=u;—+1u,,

unde u; este solutia generald a ecuatiei A*u=0, iar u, este o solufie particulara
a ecuatiei A’u=f.

Problema la limita fundamentald pentru ecuatia neomegena A*u—f se
enun{i la fel ca si pentru ecuatia omogend A?u=0, (75).

Aproximarea solutiei ecuatizi A%2u=f cu conditii la limita liniare §i omogene
se poate face conform metodei Galerkin sub forma

(ce]

w,(, ) = Y, @i (2, g),
k=1

in ipoteza ca solutia poate fi reprezentata sub forma de serie

o]

u (‘cy): Z APy (;l‘, !l)’

k=1

unde @ (k=1,2,3,...) este un sistem complet de funefii.
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